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Ποόλονο
Η παραύσα διπλωματική εργασία εκπονήθηκε το εαρινό εξόμηνο του ακαδημαϊκού
έτους 2009-2010, στα πλαίσια του προπτυχιακού προγΡόμματος φοίτησης του
Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας. Ολοκληρώθηκε και
παρουσιόστηκε τον Οκτώβριο του 2010. Η εργασία προγματεύεται τον σχεδιασμό
ορθογωνικών διατομών σε δοκούς οπλισμένου σκυροδέμστος με στόχο το ελόχιστο
κόστος. Για το σκοπό αυτό, χρησιμοποιήθηκε η ήδη γνωστή μέθοδος για την εύρεση
ακροτότων διαφόρων συναρτήσεων υπό συνθήκες, η μέθοδος Lagrange. Με βάση
αυτή, αναπτύχθηκαν μαθηματικές σχέσεις για την εύρεση των βέλτιστων λύσεων που
αντιστοιχούν στο ελάχιστο κόστος, τόσο για την περίπτωση όπλισης με μόνο
εφελKυόμΕVO οπλισμό, όσο και αυτή με διπλό οπλισμό. Οι λύσεις που προέκυψαν από
τις σχέσεις επαληθεύτηκαν τόσο από την ισορροπία όσο και από τη γροφική
προσέγγιση που αναπτύχθηκε, κστοχυρώνοντας ότι όντως αντιστοιχούν στο ελάχιστο
κόοτος. Τέλος, αναπτύχθηκαν βοηθητικά διαγΡόμματα, για την γρήγορη εύρεση των
βέλτιστων λύσεων ανάλογα με τις συνθήκες και απαιτήσεις που επιβάλλει ο
σχεδιασμός.
Ολοκληρώνοντας την εργασία αυτή και μαζί και την φοίτηση μου στο προπτυχιακό
τμήμα του Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών θα ήθελα να ευχαριστήσω τον
επιβλέποντα Καθηγητή κ. Περδικάρη φίλιππο για την πολύτιμη βοήθειά του και τις
εύστοχες παΡοτηρήσεις, χωρίς τις οποίες θα ήταν αδύνατη η επιτυχής ολοκλήρωση
αυτής της εργασίας.
Παπαθανασίου Σπυριδούλα Μαρία
ΒΟΛΟΣ, Οκτώβριος 2010
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. Η ΕΝΝΟΙΑ
ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΥ ΔΙΑΤΟΜΩΝ ΣΕ
ΣΚΥΡΟΔΕΜΑΤΟΣ.
ΤΗΣ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ
ΔΟΚΟΥΣ ΟΠΛΙΣΜΕΝΟΥ
Βααlκός ατόχας ταυ μηχανlκαύ κατό ταν σχεδιααμό μιας κατασκευής, είναι να
διαατασιαλαγήαεl και να απλίσεl τα αταιχεία της ώστε να εξααφαλιστεί η απαιταύμενη
ανταχή και πλαατιμότητα αε επίπεδα διαταμών, αλλά και η ααφάλεια πρας τα άταμα
παυ την χρησιμαπαιαύν. Εκτός από ταν παραπάνω ατόχα ταυ μηχανlκαύ, υπάρχει ένας
ακόμη σημαντικός παράγαντας παυ πρέπει να αντιαταθμιστεί, το κόστος. Η
βελτιαταπαίηση των διαταμών είναι μια διαδlκααία παυ γίνεται πάντα με σκαπό τη
βελτίωαη κάπαιας παραμέτραυ σχεδιασμαύ. Στην παραύσα εργααία παραυσιάζεταl πώς
α κλααlκός σχεδιασμός δοκών απλlαμέναυ ακυροδέματας, με πλήρη ικαναπαίηση των
διατάξεων ταυ ΕΚΩΣ 2000 και ταυ Ευρωκώδlκα 2, μπαρεί να συνδυαατεί με την
βελτιαταπαίηση αχεδιασμαύ ως προς το συvολlκό κόστος. Η βελτιστοποίηση αυτή
αφαρά μόνο τα υλικό της διαταμής (χάλυβας και σκυρόδεμα) και όχι το κόατας ταυ
ξυλατύπαυ, της διαμόρφωσης ή της εργασίας. Επlπλέαν εξετάζεται η ευαισθησία ταυ
ελάχιαταυ κόαταυς για μεταβολή των παραμέτρων παυ τα επηρεάζαυν και
παραυσιάζανταl συναπτικά διαγράμματα.
1.1. Το Κόστος και οι Παράμετροι του
Τα συναλlκό κόατας μιας διαταμής απλlσμέναυ ακυροδέματας απατελείταl από τα
κόατος ταυ σκυραδέματας και ταυ χάλυβα παυ χρηαιμαπαιαύντοl, τα απαία με τη
αειρά ταυς εξαρτώνται από τις διαατάαεις των υλικών αυτών. Τα μεγέθη αυτά,
βρίσκανταl ως παράμετραl μέσα ατη μαθηματική συνάρτηαη ταυ συναλlκαύ κόαταυς,
έτσι ώστε να μπαρεί να πρασαρμοοτεί σε κάθε περιαχή και χώρα παυ μελετόταl.
Ωστόσα, δεν επηρεάζαυν με ταν ίδια τρόπα τα συναλlκό κόστος όλες αl μεταβολές των
τιμών των παραμέτρων. Σημειώνεται ότι αταυς υπαλαγισμαύς παυ ακαλαυθαύν δεν
συμπεριλαμβάνεται τα κόστος ξυλατύπαυ. Στην επόμενη παράγραφα αρίζαυμε τα
μεγέθη παυ υπεlσέρχανταl σε αυτή την εργασία.
1.2. Ορισμός Συμβάσεων και
Χρησιμοποιηθούν στη Διερεύνηση
Διαδικασία Βελτιστοποίησης
Παραμέτρων
του Κόστους
που
και
θα
στη
Ορίζανταl αl εξής παράμετροι, παυ θα χρησιμαπαιηθαύν ατη διερεύνηση ταυ κόαταυς
και στη διαδικασία βελτιαταπαίησης:
Cc : κόατας ταυ σκυραδέματας ανά μανάδα όγκαυ
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C, : κόστος του χόλυβο οπλισμού ανό μονόδα όγκου
C.ot : αυνολlκό κόστος της διατομής δοκού οπλlαμένου ακυροδέματος ανό μονόδα
μήκους δοκού.
C. .. .λ β λ' δ'q ~ C. : οχεTlΚΟ κοστος χα υ α οπ lαμου και ακυρο εματος.
fvk : χαρακτηριστική τόση διαρροής χάλυβα οπλιαμού.
fck : χαρακτηριστική τάαη αντοχής ακυροδέμστος.
Yc, Υ, : αυντελεστές ααφαλείας υλικών για το ακυρόδεμα και το χάλυβα οπλιαμού
αντίστοιχα (αδιάστατα μεγέθη), οι οποίοι δίδονται ατον πίνακα 1, Κεφάλαιο 6
(~ 6.3.3), ΕΚΩΣ 2000.
Πίνακας 1: Επιμέρους συvτελεστές·ασφaλείαςυλικών Ym'
Σκυρόδεμα Χάλυβας οπλιαμού
Οριακές καταστάαεις Συνδυααμοί Yc Υ,
Βααlκοί 1.50 1.15
ΤυχπμαTlκοί 1.30 1.00
Αστοχίας ΤυνπυαTlκοί υε αειαυό 1.50 1.15
Λειτουργlκάτητας Βασικοί 1.00 1.00
f f,. . δ . δ "λ β λ .
.. = Υ. : τααη lαρροης σχε lααμου χα υ α οπ lαμου.
f f",. . δ . δ'αΙ =- . τααη αντοχης οχε lασμου ακυρο εματος.
Υ'
b : πλάτος διστομής δοκού.
h : ύψος διατομής δοκού.
d, : απόσταση στο επίπεδο της διστομήι;, του κέντρου βάρους του εφελκυάμενου
οπλιαμού από την εφελκυόμενη ακροία ίνα.
d2 απόσταση στο επίπεδο της διατομής, του κέντρου βάρους του θλιβόμενου
οπλισμού απά την θλιβόμενη ακραία ίνα.
6
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d=h-d, : στστlκό ύψος διστομής, οnόστοση του κέντρου βόρους του εφελκυόμενου
οnλισμού οnό την θλlβόμΕVη οκροίο ίνο.
dopt : βέλτιστο στοτικό ύψος διοτομής, nou σε συνδυοσμό με το βέλτιστο γεωμετρικό
nοσοστό οnλισμού δίνουν στο σχεδιοσμό τη λύση με το ελόχιστο κόστος.
Α. : εμβοδά εφελκυόμενου οnλισμού διστομής.
Α.' : εμβοδά θλιβόμενου οnλισμού διστομής.
Ρ : :d :γεωμετρικό nοσοστό οnλισμού διοτομής.
ΡΟρ' : βέλτιστο γεωμετρικό nοσοστό εφελκυόμενου οnλισμού διοτομής, nou σε
συνδυοσμό με το βέλτιστο στοτικό ύψος διοτομής δίνουν στο σχεδιοσμό τη λύση με
το ελόχιστο κόστος.
Pbal : γεωμετρικό nοσοστό εφελκυόμενου οnλισμού γιο την ''ισορροnημένη'' διοτομή
γιο το onoio ο εφελκυόμενος οnλισμός μόλις δlορρέεl ΚΟΙ τουτόχρονο το
σκυρόδεμο οστοχεί ('συνθλίβετοl'').
ω _Ρ'" . . λ .
- fal . μηχονlκο nοσοστο on lσμου.
Μ. : ροnή κόμψης σχεδιοσμού διοτομής
μ = Μ, : ονηγμένη ροnή σχεδιοσμού διστομής.
bd2 'm
μορ.: βέλτιστη ονηγμένη ροnή κόμψης σχεδιοσμού διοτομής.
δ, = ~' : ονηγμένη οnόστοση εφελκυόμενου οnλισμού οnό οκροίο εφελKυόμΕVη ίνο.
δ, = ~' : ονηγμένη οnόστοση θλιβόμενου οnλισμού οnό οκροίο θλlβόμΕVη ίνο.
-
Η διοδlκοσίο της βελτιστοnοίησης στην nορούσο εργοσίο βοσίζετοl στις διστόξεις
του ΕΚΩΣ 2000. Σε nολλό σημείο γίνεται σύγκριση με τις οντίστοlχες διοτόξεις του
Ευρωκώδ,κο 2, ο onoio, θο ισχύει οντί του ΕΚΩΣ 2000 οnό το έτος 2011 κοι μετό.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΕΛΑΧΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ ΚΟΣΤΟΥΣ ΣΤΟΝ
ΣΧΕΔΙΑΣΜΟ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΩΝ ΔΙΑΤΟΜΩΝ ΑΠΟ ΟΠΛΙΣΜΕΝΟ
ΣΚΥΡΟΔΕΜΑ
Η βελτιστσποίηση του κόστους κστό τον σχεδισσμό ορθογωνικών διστομών σε
δοκούς, δεν είνσι τίποτο πορσπόνω οπό μισ διοδικσσίσ που στοχεύει στην εύρεση
οκρότστου (ελσχίστου) της συνόρτησηςκόστους, υπό κόποισ συνθήκη περιορισμού. Η
μέθοδος χρησιμοποιήθηκε σπό τους B.Ceranic κσι C.Fryer του Πσνεπιστημίου του
Derby στην Αγγλίσ (University of Derby, Kedleston Site, UK) στο όρθρο που
δημοσιεύτηκε στο επιστημονικό περιοδικό Springer-Verlag με τίτλο "Sensitivity
analysis and optimum design curves for the minimum cost design of singly and doubly
reinforced concrete beams", το έτος 2000. Στόχος τους ήτον η βελτιστοποίηση
σχεδισσμού ως προς το υλικό με στόχο το ελόχιστο κόστοι;, με εφσρμογή των
διστόξεων του βρετσνικού κσνονισμού British Standard (BS 8110 -1:1997). Η ίδιο
μέθοδος έχει χρησιμοποιηθεί κσι σπό όλλους ερευνητές, όπως οι Yousef Α. AI-Salloum
and Ghulam Husain Siddigi, στο όρθρο τους στο περιοδικό ΑCI Structural Journal το
έτος 1994 κσι οι M.H.F.M. Barros and R.A.F. Martins and A.F.M. Barros, στο όρθρο
τους στο περιοδικό Springer-Verlag, το έτος 2005. Με την βελτιστοποίηση σχεδισσμού
ως προς το κόστος (Cost-optimization design), σσχολήθηκον πολλοί μηχσνικοί
σνοπτύσσοντσς διοφορετικές μεθόδους γιο την υλοποίησή τηι;, κυρίως
προγρσμμστιστικές (βλ. βιβλιογρσφίο στο τέλος της ενότητος 2.1.).
Μιο εύχρηστη μέθοδος γιο την ελσχιστοποίηση ή την μεγιστοποίηση της τιμής που
πσίρνει μιο συνόρτηση στο σύνολο των προγμστικών σριθμών, είνοι ο μηδενισμός της
πρώτης πορογώγου της. Ωστόσο η διοδικοσίο συτή δεν μπορεί νσ εφαρμοσθεί σε
περιπτώσεις όπου η συνόρτηση (μίος ή περισσοτέρων μετσβλητών), σποτελείτσι σπό
μετοβλητές που δεν είνσι σνεξόρτητες μετοξύ τους ή που έχουν περιορισμούς. Η
μέθοδος Lagrange επιλύει μιο συνόρτηση πολλών μετοβλητών Υ = f(x"x" ... ,x.), η
οποία υπόκειται σε περιορισμούς σε μορφή εξισώσεων 9j=k(xIIx21 ... ,xn) όπου
i=I,2, .. ,m, m ο σριθμός των περιορισμών κσι π ο οριθμός των μετοβλητών. Γισ νο
έχει ισχύ η μέθοδος θο πρέπει ο σριθμός των περιορισμών νσ είνσι μικρότερος σπό τον
σριθμό των μετσβλητών, δηλοδή m<n.
Στόχος είνοι ξεκινώντος οπό τη συνόρτηση που υπόκειτσι σε περιορισμούς νσ
κοτσλήξουμε σε μισ όλλη που δεν υπόκειτοι, τη συνάρτηση l.:agrange Ι(χ). Η
συνόντηση εκφρόζετοι σσν το όθροισμσ της συνόρτησης Υ κοι των γινομένων
λ, . 9" όπου λ, οι πολλοπλοσιοστές Lagrange:
Η λύση της συνόρτησης Lagrange είνσι το σύστημο:
Σ λ Og,
, ~.
1=1 .... ,. ί
(1)
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8Ι = 8Υ +Σ λ 89, =0
8χ κ 8Xr: 1"'1 'ΒΧ,,; ι
8Ι8λ. = 9,= Ο ,
,
όπου K=l,2, ... ,n
όπου j==1,2, ... ,m
(2)
(3)
Με τον τρόπο αυτό καταστρώνεται ένα σύστημα n+m εξισώσεων, με n+m
αΥνώσταυς. Η απλότητα και η αποτελεσματικότητα της μεθόδου Lagrange, για έναν
οικονομικό βελτιατοποιημένο οχεδιασμό, θα αναδειχθεί παρακότω, μέσα από
εφαρμογές και γραφήματα.
2.1. Βελτιστοποίηση Κόστους σε Διστομές Ο.Σ. με Μόνο
Εφελκυόμενο Οπλισμό
•
ι»
Ο:ό. για ελασΤικη .-
αuμηεριφoρό
(»
Ε.
",Ι
ο.α. στην aστoxIα
----------- -
-Ιb
'-'-b-'-'
k ....d
d,
Σχήμα 1. Εσωτερικές KQI εξωτερικές δυνάμεις, ανηΥμένες παραμορφώσεις KQI κατανομή
τάσεων σε ορθΟΥωνlκή διατομή με μόνο εφελκuόμενο οπλισμό, στην οριακή κατάσταση
οστοχίας σε Kόμψη-EκnΣ 2000.
Για την εφαρμογή της μεθόδου Lagrange, αύμφωνα με Την περιγραφή Της
μεθόδου Lagrange που προηγήθηκε, απαιτείται η συνάρτηση του μεγέθους που
πράκειται να βελτιατοποιηθεί και οι συναρτήσεις περιορισμού αυτής. Συνεπώς, το
συνολικό κόστος μιας ορθογωνικής διατομής οπλισμένου σκυροδέματος ανά μονάδο
μήκους δοκού χωρίς το κόστος ξυλοτύπου, θα είναι το άθροισμα των κοστών του
χάλυβα και του σκυροδέματος, ή αλλιώς
= C,bd(Ι+δ,)+C,qρbd=
(4)
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όπου c:.o = ΤΟ κόοτος σκυροδέμστος σνό μονόδο όγκου,
c:.o = το κόστος χόλυβο οπλισμού σνό μονόδο όγκου,
C,
q=c. κοι
δ = d,
, d
Στη οχέση (4) δεν συμπεριλσμβόνετο, το κόστος του ξυλοτύπου.
Η ελοχιοτοποίηση του κόστους εΠIΤυγχόνετοl με τη βελτιστοποίηση των
πσρομέτρων που το συνθέτουν. Γισ τη διευκόλυνση της διοδικοσίος βελτιοτοποίησης
θεωρείτοι ότι το πλότος b της διστομής κσι το σνηΥμένο μέγεθος Ol--'JQPgμΈVOUV
στοθεοό, δηλσδή μπορούν νσ έχουν μισ στσθερή τιμή σε όλη την ονόλυση. Επομένως
οι πσράμετροl που βελτιστοποιούντοι είνοl το γεωμετρικό ποσοστό
εφελκuόμενοu οπλισμού Ρ κοι το στατικό ύψος d της διατομής, γισ ένσ
δεδομένο πλότος b. Στη συνέχεισ, με βόση το βελτιστοποιημένο μεγέθη
προσδιορίζετσι η βέλτιστη σνηγμένη ροπή κόμψης μ. Επομένως γιο νο έχουμε το
ελόχιστο κόστος κστό τον οχεδιοσμό μιος διστομής που εκτiθετOI σε ροπή κόμψης Md
(ή ονηγμένη ροπή μ), θο πρέπει ουτή νο οπλιστεί με γεωμετρικό ποσοστό
εφελKυόμΕVOυ οπλισμού ρορ. κοι τουτόχρονο νο δlοστΟ010λογηθεί, γιο γνωστό πλότος
b, με στστικό ύψος dopt (ή με d-bopt). Το μεγέθη ΡοΡι, dopt KOI μ,ρι θο προκύψουν οπό
τη διοδικοσίο βελτιοτοποίησης, γισ κόθε περίπτωση όπλισης.
Η σχέση (4) δίνει τη συνόρτηση κόστους την οποίο στοχεύουμε νο
ελοχιοτοποιήσουμε με τη μέθοδο Lagrange. Υπόρχουν πολλοί περιορισμοί κοτό τον
σχεδιοσμό μιος διστομής, που σφορούν την ισορροπίο, την πλοστιμότητο, το βέλη
κόμψης της δοκού, την ονθεκτικότητσ, την πυροπροστσσίο ή κοι τις διοστόσεις της
διοτομής λόγω σρχιτεκτονικών εμποδίων. Ο περιορισμός στην πσρούσσ εργοσίο είνοι
μονοδlκός κοι προέρχετοι οπό την ισορροπίσ της διοτομής στην οριοκή κοτόοτοση
οστοχίος. Ο ίδιος περιορισμός χρησιμοποιήθηκε στη βελτιστοποίηση βόσει BS 8110
στη βελτιστοποίηση σχεδιοσμού διστομών δοκών των B.Ceranic KOI C.Frγer. Αποίτηση
είνοl η διστομή που θο οντlοτοιχεί στο ελόχιστο κόοτος νο μπορεί νο μετοφέρεl με
σσφάλεισ τσ μέγιστο φορτίσ που της οσκούντσι κοι νο υποκούεl οτις διοτόξεις που
επιβόλλει ο ΕΚΩΣ 2000.
Η lσορροπίο των εσωτερικών δυνόμεων κοι lσοδυνσμίο με το εξωτερικό εντοτικό
μεγέθη σε ορθή έντοση ορθογωνικής διστομής οπλισμένου σκυροδέμοτος μόνο με
εφελκυόμενο οπλισμό, γισ την οριοκή κστόστοση οστοχίος σε κσθορή κόμψη (Ν=Ο),
έχει ως εξής:
ή
0.85 0.8095 f" b Χ, = Α, f"
0.688 f" bx, = Pbd~
1.5 1.15
(5)
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άρα
fκ ;1896pd...Y".
" f
'"
(6)
Ορίζουμε n ; f'k ,οπότε η σχέση (6) μπορεί να γραφεί:
f f
Ck
Κ,; 1.896 Ρ d π, (6α)
Η ισορροπία των δυνάμεων βασίζεται στο Σχήμα 1, όπως αυτό δίδεται από τον
ΕΚΩΣ 2000. Ο Ευρωκώδlκας 2 συμφωνεί πλήρως με την καταναμή των τάσεων και
παραμορφώσεων που δίνει ο ΕΚΩΣ 2000. Η ισορροπία των εσωτερικών και
εξωτερικών ροπών κόμψης για αστοχία σε αρθαγωνlκή διατομή οπλισμένου
σκυροδέματος μόνα με εφελκυόμενο οπλισμό, έχει ως εξής:
Μ,; F,(d-O.416x,) ; F,(d-O.416x,) ;
; A,f,,(d-O.416x,);
; Pbd~(d-0.416 ·1.896pdn,)
1.15
άρα
Μ,; O.87pbd'f,k-O.686n,p'bd'f,k
ή Μ,; O.87pbd'f,k(1-0.79n,p) (7)
Η σχέση (7) απατελεί ταν περιορισμό της συνάρτησης κόστους (4). Για την εφαρμογή
της μεθόδου Lagrange και για ταυς μετέπειτα υπολαγισμαύς, ισχύουν οι παρακότω
παραδοχές:
• ο λόγος δ,; ~ , θεωρείται σταθερή τιμή
• η ροπή κάμψης Md είναι δεδομένη ποσότητα
• και τέλος δεν υπάρχει αξονική δύναμη Ν που να ασκείται στη διατομή.
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Άρο, η συνάρτηοη l.agrange, σύμφωνο με τις σχέσεις (1), (4) κοι (7), διομορφώνετοl
ως εξής:
L=b{[C,d(qp + (1+δ,)]+ λ[0.Β7ρd'f,k (1-0.79π,ρ)-Μ,]) (Β)
Ποροτήρηση: Το πλάτος b της διοτομής, είνσl κοινός ποράγων των δύο άρων του
οθροίσμστος που υπάρχει στη συνάρτηση Lagrange (8). Συνεπώς κστά την εφσρμογή
της μεθάδου Lagrange, σπλοποιείτσl κοι κοθίστστοl οδύνστη η βελτιστοποίησή του.
Θεωρώντσς μισ στοθερή τιμή γl'συτά, το πράβλημσ της βελτιστοποίησής του λύνετοι.
Eπίλυσ~
Απά τις σχέσεις (2) κσι (8), πορογωγίζοντος ως προς Ρ κσι d προκύπτεΙ'
σι =b[C, qd + λ (0.Β7 d'f'k -2· 0.Β7· 0.79π, Ρ d'f,k)J=O
ορ
ή C, qd+ λ (0.B7d'f,k - 2· 0.Β7· 0.79π, Ρ d'f'k )=0
Κοι
:~ = b {C, [qρ + (1+δ,)] + λ[2 . 0.Β7ρ df'k (1- ο. 79π,Ρ) J)= Ο
ή C, [qρ + (1+δ,)] + λ [2. 0.Β7ρdf'k (1- 0.79π,Ρ) J= Ο
Απά τις σχέσεις (3) κσι (8) πσρσγωγίζοντος ως προς λ προκύπτεΙ'
σι =0.Β7 Ρ bd' f'k (1- 0.79 π, ρ) - Μ,=Οολ
ορα
Μ,=0.Β7 Ρ bd' f'k (1- 0.79 π, ρ)
(9)
(10)
(11)
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Με βάση τη σχέση (9) ΚΟI (10) οντίοτοlχο, κατολήγουμεστην τιμή του λ:
λ= -C,qd
0.87 d'f" -1.37π, Ρ d'f"
κοι
λ= -C,[qρ+(1+δ,)]
1.74ρdf" (1- 0.79π, ρ)
(90)
(100)
Με την εξίσωση των δυο σχέσεων (90) ΚΟI (100) οπλοποlούνται το εξής μεγέθη:
το κάοτος της μονάδος σκυροδέμοτος Cc ως κοινός ποράγοντος των δυο οριθμητών,
άπως επίσης το στοτικό ύψος d κοι η χοροκτηριστlκή τάση διορροής του χάλυβο
οπλισμού f,~ σον κοινοί ποράγοντες των δυο πορονομοστών. Επομένως:
q = qp + (1+δ,)
0.87-1.37π l Ρ 1.74ρ(1-0.79π ι ρ)
ή 1.74qp -1.37π,q p'=0.87q Ρ + 0.87(1+δ,) -1.37π, q ρ'-1.37 πι (1+δ) Ρ
Αν λύσουμε ως προς Ρ προκύπτει:
ή
ρ= 1+δ,
q+1.578Πι (1+δ,)
1ρ= ----=----q--+1.578π,
1+δ,
(12)
οπου
C,q=-C,
Η σχέση (12) δίνει το βέλτιοτο γεωμετρικό ποσοοτό εφελκυόμενου οπλισμού μιος
ορθογωνlκής διοτομής χωρίς θλιβάμενο οπλισμό, γιο υλικά δεδομένων
χοροκτηριστlκών τάσεων (χάλυβος ΚΟI σκυρόδεμο) κοι δεδομένο κάστη,
1Ρ._, = -----==-----
4 + 1.578π,
1+δ,
(120)
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Η σχέση (12σ) έχει την ίδιο μορφή με την οντίστοlχη σχέοη στην οποίο κστέληξον
οι B.Ceranic KOI C.Fryer με την εφορμογή της μεθόδου Lagrange βόσεl BS 8110
(Springer-Verlag 2000). Η σχέση είνοl ονεξόρτητη οπό το πλάτος b, το ύψος h της
διστομής κοl τη ροπή κόμψης Μ, που οσκείτοl, όπως όλλωστε ονομενότον, εφόσον
πρόκεποl γιο ποσοστό οπλιομού. Ως εκ τούτου, το ποσοστό ρο,. θο εξορτάτοl μόνο
οπό τις χοροκτηρlστlκές τόσεις των υλικών στη διστομή ΚΟΙ οπό το κόστος τους γιο
δεδομένη ονηγμένη οπόστοοη δ,=d,/d. Η ευοιοθηoiο του βέλτιστου ποοοστού
οπλισμού Ρορ" σε ολλογές τόοεων ή κοστών υλικών θο πορουσιοστεί οε επόμενη
ενότητο.
Η οχέση (120) μπορεί νο γροφεί ως εξής
1Popt = -----==-----
Y
d
+1.578π,
1+ --l.
d
=
1 (12β)
Με βάοη την σχέοη (12β) είναι δυνοτόν νο οριστεί το μηχονlκό ποοοστό οπλισμού
μιος διστομής οπλlομένου σκυροδέμστος
_ f", -1 304 1ωορt - Popt --- - . d
f" q--+l.578nt., f
1.304
= --,---.,,------~d+l.578
π, h
fYk = 1.304 1
f'k q d +1 578πh . ,
(13)
Στις σχέσεις (12β) κοι (13) δεν οποιτείτοl νο είνοl γνωστές οι τιμές των μεγεθών d
κοι h, πορό μόνο ο λόγος τους. Με βόοη το ποροπόνω μπορούμε νο υπολογίσουμε
ένο προσεγγιστικό βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό εφελκυόμενου οπλισμού γιο κόθε
χώρο, γιο την περίπτωοη όπλιοης διστομών χωρίς θλιβόμενο οπλισμό.
Πιο συγκεκριμένο γιο την Ελλόδο:
• Υποθέτοντος ότι στην πλειονότητο των κοτοσκευών οπλlομένου σκυροδέμστος
χρηοιμοποιείτοl σκυρόδεμο C30/37, τότε γιο χόλυβο με τόση διορροής 500 MPa
ισχύει ότι ",=16.7.
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• Το οχετlκό κόστος χόλυβο KOI σκυροδέμοτος q=C,/Co κυμοίνετοl ονόλογο με την
οντοχή σκυροδέμοτος οπό περίπου 50 έως 60, όπως περιγρόφετοl στην ενότητο
2.4 με βόση τον πίνοκο 4 KOI το κόστος του χόλυβο οπλισμού.
Άρο οπό τη οχέση (120) γιο q=55 KOI δι=Ο.ΙΟ υπολογίζετοl ότι το βέλτιστο
γεωμετρικό ποσοοτό εφελκυόμενου οπλισμού Ρο,ι, χωρίς την πορουσίο θλιβόμενου
οπλισμού, που οντιστοιχεί οτο ελόχιστο κόστο" γιο τον ελλοδlκό χώρο είνοl:
1
Popt - q
-δ +1.578π,
1+ ι
0.0131
Η σχέση μετοξύ του βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού, ρο", γιο μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό, με το λόγο των χοροκτηριστlκών τόσεων των υλικών (τόση
οντοχής γιο το σκυρόδεμο KOI τόση διορροής γιο το χόλυβο), είνοl οντίοτροφη ολλό
όχι ονόλογη (βλ. Σχήμο 2). Ίδιο είνοl KOI η οχέση μετοξύ του βέλτιστου ποσοστού Ρορι
KOI του λόγου των κοοτών των υλικών q. Οι κομπύλες του Σχήμοτος 2 βοσίζοντοl στη
σχέση (120) με το q νο έχει μιο δεδομένη τιμή σε κοθεμίο οπό ουτέ" ενώ οτο ίδιο
οχήμο οπεlκονίζετοl KOI η κομπύλη της "ισορροπημένης" διστομής, σύμφωνο με τη
σχέση (180). Η "ισορροπημένη"διοτομή, η οποίο ονολύετοl εκτενώς οτην ποράγροφο
~2.1.1., είνοl ένο θεωρητικό όνω όριο οτο σχεδιοσμό διοτομών με μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό. Συνεπώς οι λύσεις που δίνουν τιμές μεγολύτερες οπό την οντίστοιχη της
"lσορροπημένης"διστομής, δεν lοχύουν. Γιο ουτές η βέλτιοτη λύση δεν είνοl ο μόνο
εφελκυόμενος οπλισμός. Τα τμήμστα των καμπυλών που βρίσκονται πόνω από αυτή
της ''ισορροπημένης''διατομής απεικονίζονται στο Σχήμα 2 με διακεκομμένη γραμμή.
Εκτενέστερη ανόλυση για τη μορφή των καμπυλών και την ευαισθησία του βέλτιοτου
ποσοστού σε αλλαγές των παραγόντων από τους οποίους εξαρτόταl γίνεται στην
παράγραφο ~2.4.1.1. Εκεί γίνεται αναφορά και οτα μέγιστα ποσοστά οπλισμού από
τον κανονισμό.
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Σχήμα 2. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού
εφελKUΌμενoς οπλισμός (δι =Ο.10).
οπλισμού poρt με Ρiim=Pbal-μόvο
8 12 16 20
ΠΙ
ποσοστού
24 28 32
Από τη σχέση (11) εκφρόζαυμε τη ροπή κόμψης Md, που δύναται να φέρει η διαταμή,
συναρτήσει του γεωμετρικού πασασταύ εφελκυόμεναυ απλισμού, ρ:
Md =O.87pbd'f,,(1-0.79 π, ρ)
Άρα
d= Ι Μ,νο.87Ρbf,,(1-Ο.79π, ρ)
b= Μ,
O.87pd'f,,(1-O.79 π, ρ)
και (14)
(15)
Άρα για δεδαμένη ροπή κόμψης Μ, και πλάτας αρθαγωνlκής διατομής b, τα βέλτιστα
στατικό ύψας της διαταμής dopt, που απλίζεταl με μόνα εφελκυόμενο απλισμό είναι:
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d' Μ.
ο,Ι - ν 0.87 Ρο" b fYk (1- 0.79 Π, Ρο,,) (14α)
και τα βέλτιστα πλάτας της διαταμής boρ" για δεδαμένα Md και d ή h και όπλιαη με
μόνα εφελκυόμενα απλιαμό είναι:
0.87ρο,ι d'fYk (1-0.79 π, Ρο,,) (15α)
Στην πλειονότητα των περιπτώαεων aχεδιασμαύ, υπόρχει δεδαμένη τιμή ταυ
πλάταυς b της διαταμής μιας δακαύ, η απαία επιβάλλεται από την αρχιτεκτανική των
λαιπών πρωτευάντων σταιχείων (π.χ. δεδαμένες διαστάαεις υποστυλωμάτων παυ
φέραυν τη δακό), ενώ τα ατατικό ύψας d είναι άγνωστα [aχέση (Βα)]. Βέβαια
δύναται να συμβαίνει και τα αντίθετα, απότε και εφαρμόζεται η aχέση (14α), με
άγνωστα τα πλάτας b. Οπαιαδήπατε διάσταση και αν είναι η ζηταύμενη, απαραίτητα η
άλλη θα πρέπει να ναι γνωστή. Τα βέλτιατα ατατικό ύψας της διαταμής είναι τα ύψας
παυ δίνει η ιααρραπία ραπών σε μια διαταμή παυ απλίζεται με βέλτιατα γεωμετρικό
πασαατό απλισμαύ Ρο,ι. Η aχέση μεταξύ ταυ βέλτιαταυ στατικαύ ύψαυς της διαταμής,
do", για μόνα εφελκυόμενα απλισμό, με τη ραπή κάμψης Md, απεικανίζεται στα Σχήμα
3 [aχέση (14α)]. Τα εύρας των τιμών της ραπής κάμψης είναι τυχαία.
dopt 0,8
(m) 0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
Ο
r
---Ι
------
-----~ Ι
/ Ι
/' Ι
/ ι
ι
Ο 200 400 600 800 1000
Md (kNm)
Σχήμα 3. Καμπύλη βέλτιστουστατικού ύψουςδιατομήςdoρt για fcιι=30 MPa, q=55, b=O.4 m
KOI Ρllm=Ρbal-μόνο εφελκuόμενος οπλισμός(δ ι=0.10).
17
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 04:49:57 EET - 137.108.70.7
Τα βελτιστσπσιημένα μεγέθη Ρο.. και dopt πσυ πρσσδιορίστηκαν σε αυτή
την ενότητα δεν αντιστοιχούν στα ελόχιστα μεγέθη σχεδιασμού μιας
ορθογωνικής διατομής. Αντιστοιχούν όμως σε μια μοναδική λύση που
ικανοποιεί την ισορροπία και ταυτόχρονα δίνει το ελάχιοτο κόστος
σχεδιασμού. Εφαρμόζαντας ταν κλασσικό σχεδιασμό μιας ορθογωνlκής διατομής που
εκτίθεται σε δεδομένη ροπή κάμψης, μπορούν να προκύψουν άπειρα ζεύγη λύσεων
απλισμού-διαατάσεων που να ικανοποιούν την αντοχή και την πλαστιμότητα της
διατομής. Συνεπώι;, για δεδομένο πλάτος, επιλέγεται πρώτα είτε το ποσοστό απλισμού
είτε το ύψος της διατομής και ατη συνέχεια υπολαγίζεταl το αντίσταιχα άγνωστο
μέγεθος ώστε να πρασδιοριστεί η λύση σχεδιασμού. Η διαδικασία της βελτιστοποίησης
ωστόσα περιορίζει τον τρόπα υπολαγισμού του ζεύγαυς λύσηι;, καθώς όπως προκύπτει
από την σχέση (12α) τα βέλτιστα γεωμετρικό ποσαστό οπλισμού εξαρτάται μόνο από
το σχετικό κόστος του χάλυβα και ταυ σκυραδέματος και από τις χαρακτηριστικές
τάσεις αυτών. Ως εκ τούτου επιλέγοντας εξαρχής τα υλικά που θα χρησιμοποιηθούν,
το βέλτιστο ποσοστό οπλισμαύ προσδιορίζεται αυτόματα και στη συνέχεια μέσω της
ισορροπίας, υπολογίζεται το βέλτιστο στατικό ύψος της διατομής. Στην περίπτωση
που επιλεγεί αρχικά ένα στατικό ύψος διατομής. είναι αδύνατον να
υπολογιστεί το βέλτιστο ποσοστό οπλισμού από την ισορροπία της διατομής.
αφού το ποσοστά αυτό για δεδομένες τάσεις έχει προσδιοριστεί ήδη και
είναι μοναδικό.
Με βάση τα παραπάνω είναι δυνατόν να οριστεί η γνωστή σχέση παυ συνδέει το
βέλτιστα μηχανικό ποσοστό οπλισμού ωορι, με τη βέλτιστη ανηγμένη ροπή κάμψης μ,ρι
που μπορεί να φέρει μια ορθαγωνική διαταμή απλlσμένου σκυροδέματοι;, για
δεδομένες τιμές της ροπής κάμψης σχεδιασμού Md και του πλάτους της διατομής b
(ΕΚΩΣ 2000), για μόνο εφελκυόμενο οπλισμό:
(16)
όπου
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2.1.1. Η Έwοια της Ισορροπημένης Διατομής και η Σημασία της στη
Βελτιατοποίηση
ο σχεδιασμός μιας διαταμής παυ εκτiθεται σε ραπή κόμψης (Md), μπαρεί να γίνει με
παλλαύς εναλλακτικαύς τρόπαυι;. παυ διαφαραπαιαύν την καμπτική συμπεριφαρό της.
Ειδικότερα, μια δισταμή μπαρεί να συμπεριφερθεί είτε ελαστικό, είτε ελασταπλαατικό.
Η πασότητα απλισμαύ σε συνόρτηση με τις διαστόσεις της καθαρίζαυν την
συμπεριφαρό της. Συνεπώι;. τα βέλτιστα κόατας σχετίζεται όρρηκτα με ταν τρόπα
σχεδιασμαύ της διαταμής ή αλλιώς με την πλαστιμότητό της. Σε αυτό τα σημεία
κρίνεται σκόπιμα να αριστεί η έwαια της "ισορρρπημέvης" 610τομής.
Η ''ισαρραπημένη'' δισταμή είναι η δισταμή εκείνη παυ διαθέτει μόνα εφελκυόμενα
απλισμό και στην απαία ταυτόχρανα τα σκυρόδεμα στη θλιβόμενη περιαχή ασταχεί
(ανηγμένη παραμόρφωση με βόση ταν ΕΚΩΣ 2000, Ec,=3,5%o) ενώ α εφελκυόμενας
απλισμός μόλις διαρρέει (ανηγμένη παραμόρφωση Eyd=fYd/Es). Είναι μια θεωρητική
περίπτωση σχεδιασμαύ διαταμής παυ παραυσιόζει μηδενική πλαστιμότητα καθώς α
χόλυβας μπαίνει αριακό στην περιαχή της πλόστιμης παραμόρφωσηι;. όπαυ και είναι η
περιαχή μέγισπης χρησιμότητός ταυ [δυνστότητα παραμόρφωσης έως και δεκαπλόσια
της διαρραήςταυ (.lOEyd)]. Η συμπεριφαρά αυτή αφείλεται στα γεγανάς άτι η δισταμή
έχει απλιστεί με τη μέγιστη δυνατή πaσότητα εφελκυόμεναυ απλισμαύ και τις
μικράτερες δυνστές διατάσεις (bxd). Με άλλα λάγια έχει απλιστεί με ένα μέγιστα ρ, τα
απαία στην παραύσα εργασία χαρακτηρίζεται ως ρ",,]. Συνεπώς απατελεί ένα άνω όρια
απλισμαύ, πάνω απά τα απαία (ρ>ρι"ι) η διαταμή απαιτεί και θλιβάμενα απλισμά.
Στις σύΥΧρανες KατασKεuέι;. αι ισχύαντες κανανισμαί κάθε χώρας περιλαμβάναυν
διατάξεις παυ ασχαλαύνται κυρίως με ταν ελασταπλαστικό σχεδιασμά, χωρίς βέβαια να
απαγαρεύαυν ταν ελαστικά. Ο λάγας είναι ότι η ελαστική συμπεριφαρά εΠΙΤUYXάνεται
μέσω της μεγάλης ακαμψίας μιας κστασκευήι;. γεγανάς παυ καθιστά την υλαπαίησιή
της ιδιαίτερα ακριβή λάγω μεγάλων διαστάσεων στα πρωτεύαντα σταιχεία της. Ο
ελααταπλαστικάς σχεδιασμάς είναι αικαναμικάτερη λύση, ενώ τα πράσθετα ειδικά
μέτρα παυ επιβάλλαυν αι κανανιστικές διατάξεις για τις περιαχές αυξημένων
απαιτήσεων, την καθισταύν ταυτάχρανα και ασφαλή. Η ελασταπλαστική συμπεριφαρά
σε επίπεδα δισταμής σημαίνει ταν σχεδιασμό της με γεωμετρικό πασαστά
εφελκυάμεναυ απλισμαύ, ρ, για την περίπτωση παυ μάνα αυτός απλίζει τη διαταμή,
μικράτερα αυταύ της ''ισαρραπημένης'' διαταμήι;. ή αλλιώς ρ<ρ""ι. Όσα πια χαμηλό
είναι τα πaσαστά ρ, σε σχέση με της ''ισαρραπημένης'', τάσα πια γρήγαρα διαρρέει α
εφελκυάμενας απλισμός σε σχέση με την σύνθλιψη ταυ σκυραδέμστας (ΕΚΩΣ 2000 και
Ευρωκώδικας 2, Εω=3,5%ο). Ως εκ ταύταυ, τα χαμηλά γεωμετρικό πaσαστά απλισμαύ
σημαίνει μεγάλη πλαστιμότητα. Ο ΕΚΩΣ 2000, με στάχα την καλύτερη δυνατή
πλάστιμη συμπεριφαρά, στις περιπτώσεις άπλισης με διπλά απλισμά, επιβάλλει την
ταπαθέτηση θλιβάμεναυ απλισμαύ, σε πασαστό ταυλάχιστα 50% ταυ εφελκυάμεναυ.
Τα πασαστά ταυ μέγισταυ εφελκυάμεναυ απλισμαύ επιλέγεται ανάλαγα με τις
απαιτήσεις πλαστιμάτητας.
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Η lσορροπίσ των εσωτερικών δυνόμεων σε ορθογωνlκή "ισορροπημένη" διστομή
οπλισμένου σκυροδέμοτος γισ την περίπτωση σστοχίος σε κσθσρή κόμψη (Ν=Ο), έχει
ως εξής:
Ec..=O.OO35
~~~~~~~X~Ω ~1 (-)-Ιb!ιs'miη=2Φ12Ι-
dh
Σχήμα 4. Ανηγμένες παραμορφώσεις σε ορθογωνική "ισορροπημένη" διατομή με μόνο
εφελκuόμενοοπλισμόχάλυβα οπλισμού(ΕΚΩΣ 2000·Εuρωκώδικος2).
Το Σχήμο 4 βσσίζετσl τόσο στον ΕΚΩΣ 2000 όσο KOI στον Ευρωκώδlκο 2.
Σύμφωνο με τον τελευτοίο, η πορομόρφωση οστοχίσς του συνθλιβόμενου
σκυροδέμοτος είνσl 3,5%, γιο οντοχές σκυροδέμστος οπό 16 MPa έως 50 MPa. Το
συγκεκριμένο εύρος των οντοχών μελετάτοl στην πσρούσα εργασία. Η ανηγμένη
παραμόρφωση για χόλυβα οπλισμού προκύπτει από τη σχέση
Σύμφωνα με το Σχήμα 4, το βόθος της θλιβόμενης ζώνης για την "ισορροπημένη"
διατομή Xb." με βόση τη σχέση,
Ecu = Esd Ecu +Esd
Y- bal d-x bal d
υπολογίζεται ως
χ == Ecu
bal ε +ε
cu sd
d= (17)
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Για την περίπτωαη όπαυ α χόλυβας είναι παιότητας 5500, τότε πρακύπτει:
ε" d= 0.0035 d=0.617d
fyd 0.0035+0.00217Ecu +-Ε,
(17α)
Άρα με βόση τη αχέαη ισαρραπίας αξανικών δυνόμεων στην αρθαγωνική διαταμή
δοκών απλισμέναυ σκυροδέμστας:
ή 0.688bx"If", =~'" bdfYd
< f fή 0.688 -" db--"-=p bd_Ik_
C' .J... fyd 1.5 bal 1.15
"'cu' ~c::,
Αν λύσαυμε ως πρας Pb"
= 0.527 _--CE""",;-_ 1
ε + fyk r1 f
" 1.15Ε,
(18)
Δηλαδή τα γεωμετρικό πασaστό εφελκυόμεναυ απλισμαύ PbaI παυ αντισταιχεί στην
''ισαρραπημένη'' διαταμή, εξαρτόται απακλειστικό από τις κρίσιμες ανηγμένες
παραμαρφώσεις ταυ σκυραδέματας και ταυ χόλυβα (παραμόρφωση ασταχίας για τα
σκυρόδεμα και διαρραής για τα χόλυβα) και από τις χαρακτηριστικές ταυς τόσεις
(διαρραή και ασταχία για ταν χόλυβα και τα σκυρόδεμα αντίσταιχα). Με δεδαμένα ότι
τα εύρας των ανταχών σκυραδέματας είναι από 16 MPa έως 50 MPa, η
παραμόρφωαη ασταχίας ταυ σκυραδέματα; της θλιβόμενης περιαχής, ε,•. είναι ίση με
3,50/" (Ευρωκώδικας 2). Συνεπώς τα γεωμετρικό πασαστό εφελκυόμεναυ απλισμαύ για
την ''ισαρροπημένη'' δισταμή εξαρτάται από την παραμόρφωση ταυ χόλυβα και τις
χαρακτηριστικές τόσεις χόλυβα και σκυραδέματα; ή ακόμη πια απλά αποκλειστικά από
τις χαρακτηριστικές τάσεις των υλικών, αφού η παραμόρφωση του χάλυβα έχει να
κάνει με την τάαη διαρροής του.
Από τη σχέση (18) υπολογίζεται το μηχανικό ποσοστό εφελκυόμενου οπλισμού για την
"ισορροπημένη" διατομή, ωb,Ι:
_ fYd -ο 527 ε" 1 f Yd -ο 687 ε"ωb<ll-Ρbal -- • f --f- . ffCd [..J,.. yk n f cd C'..... yk
" 1.15Ε, -" 1.15Ε,
(19)
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Δηλαδή, το μηχανικό ποσοστό οπλισμού για την ''ισορροπημένη'' διστομή,
εξαρτόται από τις κρίσιμες ανηγμένες παραμορφώσεις του χόλυβα και του
σκυροδέμστος. Με δεδομένο ότι η παραμόρφωση αστοχίας του συνθλιβόμενου
σκυροδέμστοζ, Ecu, είναι ίση με 3.5%0, το μηχανικό ποσοστό οπλισμού για την
''ισορροπημένη''διατομή εξαρτόται αποκλειστικόαπό την τόση διαρροήςτου χόλυβα.
Για την περίπτωση όπου ο χόλυβας είναι ποιότητας5500, προκύπτεΙ'
Ρ .=0.527 ε" ~=0.325~ , με f" σε MPab, ... f" Π , 500ε" 1.15Ε,
εωb,,=0.687 "f =0.42
ε + yk
" 1.15Ε,
και (18α)
(19α)
Όπως αναφέρθηκε στην αρχή της παραγρόφου, το ποσοστό οπλισμού ρ""
αποτελεί ένα θεωρητικό όνω όριο για την περίπτωση όπλισης με μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό. Άρα, ισχύει ότι:
PIim=Pbal
Σε περιπτώσεις αυξημένων απαιτήσεων πλαστιμότητας μπορεί να θεωρηθεί στον
σχεδιασμό ότι PIlm=O,75PbaI, O,50pbal ή οποιοδήποτε άλλο ποσοστό ανταποκρίνετοι
στην πλαστιμότητα που στοχεύεται. Όσο πιο μικρό το ποσοστό, τόσο μεγαλύτερη η
πλαστιμότητα της διατομής. Πιο συγκεκριμένα:
•
• P"m=0.75 ·ρ",,=0.244. ;~O'
•
• pI1m=0.s0· Pb,,=0.163· ;οΌ '
για χ,=0.75·χ""
για x,=o.so· χ""
(20)
(21)
• pIim =
•
0.25· Ρ =0.081·~"'ι 500 ' γιο xu=O.25,xbal (22)
Στις σχέσεις (18α)-(22) η αντοχή του σκυροδέματος μετρόται σε MPa.
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Η σχέση μετσξύ του άνω ορίου του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού, PI'm, με την
οντοχή σκυροδέμοτος, f"" σπεlκονίζετοl στο Σχήμσ 5 (ο χάλυβος είνσl 5500 σε όλες
τις περιπτώσεις). Οι κομπύλες είνοl η γρσφlκή οπεlκόνιση των σχέσεων (180), (20),
(21) KOI (22).
50 40 35 30
fck(MPa)
25
για 5500
20 16
0,035
PIim
0,03
0,025
0,02
0,015
0,01
0,005
Ο
Υ--{ PΙlm=Pb<l1 Ι Ι
"-
,
•
•
•
"
•
A......I~ •••Ο.75Ρ", ~~ Ι •ι". ........ •
------
---
Ι •11 Ο.50Ρ", Ι
-'- Ι Ι ,Η Ο.25Ρ", Ι ,
Ι Ι, Ι
8 12 ~ W Μ
"rΣχήμα 5. Καμπύλεςάνω ορίων μόνο εφελκυόμενουοπλισμού, Αι",.
28 32
Όλες οι καμπύλες P"m έχουν την ίδια μορφή, καθώς περιγράφονται από
μαθημστlκές σχέσεις που είναι ανάλογες μεταξύ τους. Το άνω όριο του εφελκυάμενου
οπλισμού είναι πάντα αντιστρόφως ανάλογο με το λάγο των χαρακτηριστικών τάσεων
του χάλυβα και του σκυροδέματος, πι, για την περίπτωση όπου ο χάλυβας είναι 5500
ή αλλιώς ανάλογο με την αντοχή του σκυροδέμστος. Όταν ο χάλυβας είναι άλλης
ποιότητας, οι σχέσεις (18α), (20), (21) και (22) δεν ισχύουν, αλλά ισχύει η γενική
σχέση που ορίζει το ποσοστά της "ισορροπημένης" διατομής, η σχέση (18). Για κάθε
ποιότητα χάλυβα μπορσύν να προκύψουν αντίστοιχες σχέσεlς, οι οποίες θα είναι
ανάλογες της αντοχής σκυροδέματος. Στην παρούσα εργασία γίνεται αναφορά μόνο
στον χάλυβα 5500, ως τον πιο διαδεδομένο στις κστασκευές.
Από τις καμπύλες του Σχήματος 5 πρσκύπτεl το συμπέρσσμα άτι άσο πιο χαμηλά
είναι το P"m που επιλέγεται κατά τον σχεδιασμά μιας ορθογωνlκής διατομής, τόσο οι
τιμές του τείνουν να είναι λιγότερο επηρεασμένες από την αύξηση της αντοχής
σκυροδέμστος. Ειδlκάτερα, στο εύρος του f'k από 50 έως 30, οι τιμές του Pba'
μεταβάλλονται περίπου κστά 0.013, ενώ οι τιμές του 0.25ροο, κατά 0.003. Αυτό γίνεται
εύκολα κστανοητό παρατηρώντας ότι στις σχέσεις (18α) και (22) ο λόγος πι έχει
διαφορετική βαρύτητα, λόγω της διαφοράς του αριθμητή στην τάξη μεγέθους. Το άνω
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όριο γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού γισ τον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, PIIm,
διαφέρει ανόλογα με τι ποσοστό της "ισορροπημένης" διατομής ρ",ι αυτό καλύπτει
(βλ. Πίνακα 2).
Πίνακας 2. Άνω όριο Υεωμετρικού ποσοστού μόνο εφελκuόμενοu οπλισμού PlImt Υια
ποιότητα σκυροδέματος C30j37.
P1lm
PIIm
Pbal
1 0.0195
0.75 0.0146
0.50 0.0098
0.25 0.0049
Ο ρόλος του όνω ορίου του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού PIIm είναι καθοριστικός,
καθώς είναι το κριτήριο με το οποίο γίνεται οποδεκτή μια λύση ως βέλτιατη ή όχι. Πιο
συγκεκριμένα, η τιμή του Ρο"' που προκύπτει για την περίπτωση όπλισης με μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό από τη σχέση (120) συγκρίνετοι πόντα με το όνω όριο Ρ'όm που
έχει επιλεγεί κοι πρέπει να είναι μικρότερη οπό ouτό για νο είνοι εφικτή. Κατό τον
αχεδιοσμό μιας κστασκευής, η επιλογή του όνω ορίου για τον εφελκυόμενο οπλισμό,
γίνεται οπό τον μηχανικό βόσει των οπαιτήσεων του συστήματος, αρκεί να τηρούνται
πόντα όλο τα απαραίτητα μέτρα για την ασφόλεια της κατοσκευής. Η ''ισορροπημένη''
διοτομή, η οποίο ονολύθηκε ατην αρχή της παραγράφου, περιγρόφεται από τον ΕΚΩΣ
2000 σαν μιο θεωρητική περίπτωση όπλισης διατομής, την οποία ο ίδιος απογορεύει
μέσα από τις πρόσθετες διστόξεις του. Συνεπώς, εόν θεωρήσουμε ότι το όνω όριο για
τον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό είναι ν% αυτού που ορίζει η ''ισορροπημένη'' διστομή,
η τιμή ΡοΡι για τον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό μπορεί να είνοι μικρότερη ή μεγαλύτερη
από αυτό. Με τη σύγκριση των δύο τιμών, προκύπτει ο βέλτιατος τρόπος όπλισης της
διατομής τελικώς. Ειδικότερα, ατο παρόδειγμα της παραγρόφου '2.1., για την
περίπτωση της Ελλόδος βρέθηκε ότι μιο αντιπρoσωπεUΤΙKήτιμή βέλτιατου ποσοστού
είναι η ΡοΡι=Ο.Ο131. Σύμφωνα με τα οποτελέσματο του Πίνακα 2 προκύπτει ότι το
ποσοστό αυτό αποτελεί το 67.2% της ισορροπημένης διατομής, ή αλλιώς Ρορι=
O.672Pb.I. Συνεπώς, εόν το Pllm που επιλέγεται σαν όνω όριο για τον μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό είναι μεγαλύτερο του 0.672ρ",ι, τότε η βέλτιστη λύση
αντιατοιχεί ατο μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, ενώ εόν είναι μικρότερο τότε η βέλτιατη
λύση δεν οντιατοι εί ατον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό.
Για τις περιπτώσεις όπου η βέλτιστη λύση δεν είναι ο μόνο εφελκυόμενος οπλισμός,
γίνετοι ονόλυση σε επόμενη παρόγραφο. Για τις υπόλοιπες τιμές του λόγου PI'm/Pm"
που δεν αναγρόφονται στον Πίνακα 2, εφορμόζεται η γραμμική πορεμβολή.
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Ο ΕΚΩΣ 2000 θέτει κάποια όρια τOOα για Pm" 000 και Pml":
1 f
Pmin=-2 ~
Ύ,
(23)
(24)
Ο Ευρωκώδlκας 2 δίνει ένα πια ανεκτικό άνω άριο τάσο για τον εφελκuόμενο άσο και
για τον θλιβόμενο οπλισμό:
Α -Α' -ο 04Αs,max - s, max -. c
άπαυ Ac είναι το εμβαδό της διατομής σκυροδέματος (=bh)
Άρα
_' _ 0.04Α, _ 0.04bh 0.04bh 0.04 ._
Pmax-Pmax- bd - bd - bd ;;;;-,-,j-, =u.υ~ιι+οι)
Γ}h
(23α)
(23β)
Η μέγιστη ροπή που μπορεί να φέρει μια ορθογωνlκή διατομή με μόνο εφελκυάμενα
οπλισμό, αντιστοιχεί στη ροπή που μπορεί να φέρει η "ισορροπημένη" διστομή. Από
την lσαρροπία ροπών και με τη βοήθεια της σχέσης (17) για χάλυβα 5500, θα έχουμε:
Mm,,= F, (d - 0.416 Xb.,)= P';m bd1~~5 (d - 0.416 ·0.617d)=
=0.325.kbd~0.743d
fYk 1.15
ή Mm" = 0.228bd' f'k (25)
Αντίστοιχα για τις περιπτώσειζ, Pllm=O.sOPb., και Pllm=0.25Pb." ΟΙ σχέσεις της μέγιστης
ροπής είναι:
για Pllm=0.75Pb., -?
για Pllm=0.50pool -?
(26)
(27)
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γιο Plim=0.2SPb" -7 (28)
Θο πρέπει νο ονοφέρουμε, ότι στις περιπτώσεις όπλισης με μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό, τοποθετείτοl πόντο KOI ο ελόχιστος θλιβόμενος οπλισμόι;, που σύμφωνο με
τον ΕΚΩΣ 2000 οντιστοιχεί σε 2Φ12 (=2,26 cm4). Η πορουσίο του είνοl υποχρεωτική,
οφού σε ουτόν στηρίζοντοl οι συνδετήρεςγιο την πορολοβή της τέμνουσοςδύνομης.
Η συνεισφορότου στην οντοχή δεν λομβόνετοι υπόψη.
2.2. Βελπστοποίηση του Κόστους σε Διατομές Ο.Σ. με
Εφελκυόμενο και Θλιβόμενο Οπλισμό
(.)
Oc=O.85fαl
----~_.
(+)
σ =f
Ι· b -Ι ε"
~
•.•._"",v_".!'!"""__i (-) ...Fc
--------- - )_._._._. . --_._._._.-d κ.β. Ο.α. για ελαστικήouμηεριφορό
Α. Md
~d
Σχήμα 6. Εσωτερικές και εξωτερικές δυνόμεις, ανηγμένες παραμορφώσεις και κατανομή
τάσεων σε ορθΟΥωνική διατομή από οπλισμένο σκυρόδεμα με διπλό οπλισμό, κατά την
οριακή κατάσταση αστοχίαςσε κάμψη (ΕΚΩΣ 2000).
Το συνολικό κόστος μιος ορθογωνlκής διοτομής οπλισμένου σκυροδέμστος ονό
μονόδο μήκους δοκού, θο είνοl το όθροισμο των κοστών του χόλυβο κοl του
σκυροδέμοτος, ή ολλιώς
C",=C, b(d+d,)+C, (Α,+Α,')=
=C, bd(1+δ, )+C, (pbd+p'bd)=
=C, bd[ (l+δ, )+q(ρ+ρ')] (29)
όπου C, = το κόστος σκυροδέμοτος ονό μονόδο όγκου,
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c, = ΤΟ κόστος χάλυβα οπλισμού ονά μονάδο άγκου,
C, d
q= r KOI δ.=--i-
'-' . α
Στη σχέση (28) δεν συμπεριλαμβάνεται το κάστος του ξυλοτύπου.
Η σχέση (29) δίνει τη συνάρτηση κάοτους την οποία οτοχεύουμε να
ελαχιστοποιήσουμε με τη μέθοδο Lagrange. Σε σύγκριση με την αντίστοιχη σχέση
κάοτους για μάνο εφελκυάμενο οπλισμά [σχέση (4)], διαθέτει ένα ακόμη όρο που
αφορά το κόστος του θλιβόμενου οπλισμού. Ως εκ τούτου διαθέτει μια παροπάνω
άγνωστο, το γεωμετρικά ποσοστό θλιβάμενου οπλισμού ρ' (p'=A,'Ibd). Για την
απλοποίηση της διαδικασίας βελτιστοποίησης γίνεται η παραδοχή ότι ο
εφελκυόμενος οπλισμός αρίζεται σαν το όθροισμα του μέγιστου
εφελκυόμενου οπλισμού όταν μόνα αυτός απλίζει τη διατομή και του
θλιβόμενου. Με άλλα λόγια,
P=PΙ'm+P' (30)
όπου Ρ είναι ο εφελκυάμενος οπλισμάς της διστομής, Pllm είναι το άνω όριο για όπλιση
της διατομής μάνο με εφελκυόμενο χάλυβα και ρ' το ποσοστό του θλιβόμενου
οπλισμού. Με την παραπάνω παραδοχή επιτυγχάνεται η μείωση των αγνώστων προς
βελτιοτοποίηση. Η επίδραση της παροδοχής της σχέσης (30) θα μελετηθεί στο τέλος
της παραγράφου. Το ποσοοτό Pllm εξαρτάται από την απαιτούμενη πλαστιμότητα,
άπως αναφέρθηκε σε προηγούμενη παράγροφο (~2.1.1.). Στο σημείο αυτό ορίζεται η
έwοια της ''ισορροπημένης'' διατομής για την περίπτωση άπλισης με διπλά οπλισμό.
Η ''ισορροπημένη'' διατομή παρουσιάστηκε στην προηγούμενη παράγραφο, σαν
ένα θεωρητικό άνω όριο για την άπλιση μόνο με εφελκυόμενο οπλισμό, ενώ
ταυτάχρονα είναι η διστομή που φέρει τη μεγαλύτερη δυνατή ροπή χωρίς την
παρουσία θλιβόμενου. Εάν οι απαιτήσεις για καμπτική αντοχή είναι ακόμη
μεγαλύτερες, η λύση είναι ο διπλός οπλισμός [σχέση (30)]. ΣΌυτή την περίπτωση
ορίζεται ως ''ισορροπημένη'' διατομή εκείνη για την οποία ισχύει
Ρ=ΡΝ,+Ρ' (31)
Το Pb., είναι το μέγιστο ποσοστά μόνο εφελκυόμενου οπλισμού, ενώ το ρ' είναι το
ποσοστό θλιβόμενου που απαιτείται επιπλέον για τη λήψη των φορτίων. Συνεπώς, η
''ισορροπημένη'' διατομή, για γνωστές χαρακτηριστικές τάσεις σκυροδέμστος και
χάλυβα, δεν είναι μια, αλλά ένα σύνολο διστομών που διαφέρουν μόνο στην τιμή του
ρ'. Η τιμή αυτή περιορίζεται μόνο από τα όρια που θέτει ο ΕΚΩΣ 2000 και ο
Ευρωκώδ,κας 2 για το Ρ (~2.1.1.).
Με βάση τα παραπάνω, η σχέση (31) μπορεί να γραφεί:
jiba,=Pb.,+p' (31α)
Η σχέση (31α) ορίζει το σύνολο των ισορροπημένων διατομών διπλού οπλισμού, οι
οποίες αποτελούν μια θεωρητική περίπτωση σχεδιασμού, καθώς ο εφελκυόμενος
οπλισμός διαρρέει μόλις το σκυρόδεμα αστοχεί (μηδενική πλαστιμότητα). Ο
σχεδιασμός γίνεται πάντα με βάση τη σχέση (30), όπου σαν Pllm μπορεί να επιλεγεί
οποιοδήποτε ποσοστό του Pb., [π.χ. σχέσεις (20), (21) και (22)]. Με τη βοήθεια της
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σχέσης (30), yiVETaI μεiωση των αγνώστων μεγεθών της συνάρτησης κάσταυς ως
εξής,
Ctot =C, bd[(1+δι )+q (ρ +ρ')]=
=C, bd[ (1+δι )+q(ρ+(Ρ-Ρ,.. )]=
=C, bd[(1+δι )+q(2Ρ-ΡIim)] (32)
Η επιλαγή ταυ PΙ'm στην περίπτωση ταυ διπλού οπλισμού πρέπει να γίνεται εξ
αρχής, άπως φαίνεται στη σχέση (32), αφού σε αυτά το άριο βασίζεται ο
προσδιορισμός άλων των βελτιστοποιημένων μεγεθών της μεθόδου Lagrange. Η ίδια
σχέση [σχέση (30)] χρησιμοποιείται και απά τους B.Ceranic και C.Frγer (5pringer-
Verlag 2000) με σκοπό την μείωση των αγνώστων της σχέσης κόστους για τον διπλό
οπλισμό. Για να συνεχιστεί η επίλυση της μεθόδου, θεωρούμε ότι PIIm=O.75p.., και
με τη βοήθεια της σχέσης (20):
C"I=C, bd[ (1+δι )+q(2Ρ-0.244;;')] (32α)
Η τιμή του PJim μπορεί να είναι οποιαδήποτε τιμή ανταποκρίνεται στις απαιτήσεις
του συστήμστος σε πλαστιμότητα. Τα βελτιστοποιημένα μεγέθη που προκύπτουν
αντιστοιχούν μόνο σε PI,m=0.75PbaI. Σημειώνεται ότι οι σχέσεις (18α), (20), (21) και
(22) αφορούν μόνο την περίπτωση χάλυβα 5500. Για να συμπεριλαμβάνονται όλες οι
περιπτώσεις fyk, στη θέση της σχέσης (20) μπαίνει η σχέση (18) πολ/απλαOlασμένη επί
0.75. nPIV διατυπωθούν οι εξισώσεις ισορροπίας, πρέπει να εξετασθεί αν και ο
θλιβόμενος οπλισμός διαρρέει και υπό ποιες προϋποθέσεις.
-*- Ε,.=Ο.ΟΟ35χ~I t ε.'-)
d
(+)
ε,.=Ο.ΟΟ217d1
Σχήμα 7. ΑνηΥμένες παραμορφώσεις σε ορθοΥωνlκή ''ισορροπημένη'' διατομή με διπλό
οπλισμό κοι χάλυβα 5500.
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Από αναλογία των τριγώνων παυ δημιαυργούν αl παραμαρφώσεις της lοορροπημένης
διαταμής του οχήματας 7, πρακύπτει:
0.0035+0.00217
d
η. ε '= 0.00567 ( -d)= 0.00567 (Ο 617d-d )S d X bal 2 d . 2 (33)
Η παραμόρφωση του θλιβόμενου χόλυβα, Es', δίδεται από τη οχέση (33) και
εξαρτόταl από την τιμή της απόστασης d" η οποία μπορεί να εκφραατεί σαν ένα
ποσοστό του ατατlκού ύψους d (όπως και το d,=δ,d). Άρα, εόν το d, εκφραατεί σαν
δ,d και διερευνηθούν οι τιμές του δ" μπορούν να διαχωριστούν οι περιοχές ατις
αποίες ο θλιβόμενοςχόλυβας βρίσκεται πριν ή μετό τη διαρροή.
Ε,'= 0.00567 (0.617d-δ,d)
d
• Εόν δ2<Ο.23, τότε ο θλιβόμενας οπλισμός ατην
διαρρεύσει πριν την αατοχία του σκυροδέματος
(33α)
lσαρροπημένη διαταμή έχει
• Εόν δ2=Ο.23, τότε ο θλιβόμενας απλισμός ατην ισορροπημένη διατομή διαρρέει
ταυτόχρονα με την διαρροή του εφελκυόμενου και την αατοχία του σκυροδέματος.
• Εόν δ,>Ο.23, τότε ο θλιβόμενος οπλισμός δεν προλαβαίνει να διαρρεύσει πριν την
αοτοχία του σκυροδέματος
Πρακτικό, για μια διατομή, η τιμή d2=O.23d είναι πολύ μεγόλη. Άρα, για την
περίπτωση της lσαρραπημένης διατομής ο θλιβόμενος οπλισμός πόντα διαρρέει,
εφόσων ικανοποιείται πάντα η σχέση
d250.23d (34)
Ωοτόοο, όπως προαναφέρθηκε, ο οχεδιασμός δεν γίνεται πατέ στην ισορροπημένη
διατομή. Για την κόθε περίπτωση διατομής με εφελκυόμενο οπλισμό σε πασοστό
P=PIIm+p'=V*Pb,I+P" με ν<l, η κατανομή των παραμαρφώσεων είναι διαφορετική.
Για ν=Ο.75 το οποία χρησιμαπαιήσαμε στην εξίσωση ταυ κόοτους για να
προσδιορίσουμε τα βελτιστοποιημένα μεγέθη ,οχύει: η διαρραή του εφελκυόμεναυ
χόλυβα, εφόσον το ποσοστό Plim είναι μικρότερα αυταύ της lσαρροπημένης διατομής,
συμβαίνει νωρίτερα από την αστοχία του σκυροδέματας.
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0.75Χ",
Άρα
Από αναλαγία των τριγώνων παυ δημιαυργαύν αι παραμαρφώσεις και με τη βαήθεια
της αχέσης (20),
0.0035 _ ε, = ε,' _ ε, +ε,'
d-0.75x", 0.75x",-d, d
ε,= 0.0035 d (d-0.75xO.617d)=0.004 >Eyd =0.002170.75·0.617
και ε '= 0.0035 (0.75. 0.617d-d ) = 0.0035 (0.463d-δ d)
, 0.75. 0.617d Ζ 0.463d Ζ (35)
• Εόν δΖ <0.176, τότε α θλιβόμενος οπλισμός ατην ισορροπημένη διατομή έχει
διαρρεύσει πριν την ααταχία ταυ σκυροδέματος
• Εόν δΖ=0.176, τότε α θλιβόμενος οπλισμός στην ισορροπημένη διατομή διαρρέει
ταυτόχρανα με την διαρροή του εφελKυόμΕVOυ και την αατοχία του σκυροδέματας.
• Εόν δΖ>0.176, τότε α θλιβόμενος οπλισμός δεν προλαβαίνει να διαρρεύσει πριν την
αατοχία του σκυροδέματας.
Η τιμή dz=0.176d είναι επίσης μεγόλη για μια πραγματική διατομή. Άρα μπορούμε
να θεωρήσουμε ότι ο θλιβόμενος απλισμός διαρρέει, αρκεί να ικανοποιείται πόντα ο
περιορισμός
d2<O.176d (36)
Όσα πια μικρό είναι το PIIm σε αχέση με την ισορραπημένη διατομή, τόσο πιο
δύσκαλη είναι η διαρροή του θλιβόμΕVOυ οπλισμού. Με την ίδια λογική μπορεί να
προκύψει για κόθε νριι.ι, με ν<1, μια σχέση η οποία θα πρέπει να ικανοποιείται ώστε
να διαρρέει ο θλιβόμενος απλισμός:
=> Για PIIm=0.50Pb", θα πρέπει να ικαναποιείται η σχέση d2:SO.117d
=> Για PIIm=0.25p"" θα πρέπει να ικανοποιείται η σχέση d2:SO.059d
(37)
(38)
Η ισορροπία των δυνόμεων βασίζεται ατο Σχήμα 4, όπως αυτό δίδεται από τον
ΕΚΩΣ 2000. Ο Ευρωκώδικας 2 συμφωνεί πλήρως με την κατανομή των τόσεων και
παραμορφώσεων παυ δίνει α ΕΚΩΣ 2000. Η ισαρροπία των εσωτερικών δυνόμεων σε
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ορθογωνική διατομή onλιομένου οκυΡοδέματα; με διπλό οπλιομό, γιο τ/ν περίπτωση
αστοχίας σε καθαρή κάμψη (Ν=Ο) και χάλυβα 5500, εφόσον α θλιβόμενα; onλιομός
διαρΡέει [συνθήκη αχέσης (36)], έχει ως εξής:
0.688 bx,f" = (Α, -A,')f"
Άρα
Ο 688bx f", =(P-P')bd~
. , 1.5 1.15
ή
χ = 1.896Pm"df",
.. f
Ck
500 f",1.896dι;:-0.244 500 = 0.463d (=0.75χ",,) (39)
Η ισορροπία των εσωτερικών και εξωτερικών ροπών κάμψης για αστοχία σε
ορθογωνική διατομή οπλισμένου σκυροδέματος με διπλό απλισμό (καθαρή κάμψη),
εφόσον ο θλιβόμενα; οπλισμός διαρρέει [συνθήκη αχέσης (36)], έχει ως εξής:
Μ,= F,'(d-d,)+ F, (d-0.416x,) = p'bd f" d(1-δ, )+0.688bx, f" (d-0.416x,) =
=Ρ'bd'~(1-δ,)+0.688bΟ.463d f" (d-0.193d)
1.15 1.5
η Μ, =0.87 p'bd' f,. (1-δ, )+0.1714bd' f,. =
=0,87(ρ - 0,244 :όΌ )bd'f", (1-δ, )+0.1714bd' f,. (40)
Η αχέση (40) είναι ο περιορισμός για τ/ αχέση κόστους (32α). Ο ίδια; περιορισμός
για τη συνάρτ/ση κόστους χρηmμοποιήθηκε από τους B.Ceranic και C.Frγer
προσαρμοσμένα; στις διατάξεις του Β5811Ο.
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Έτσι, εόν στη σχέση (Ι) αντlκαταατήσαυμε τις σχέσεις (32α) και (40), θα πρακύψεl η
συνόρτηση Lagrange για την περίπτωση αρθαγωνlκών διατομών με διπλό οπλισμό:
{ 0.244L=b [C,d{(1+δ,)+q(2ρ- »J+
πι
+λ . [ (Ο.87ρπι - 0.2Ι2 )d'f" (Ι-δ, )+0, l7ld'f" - Μ, J)
όπου n,=500/f", , με f", σε MPa
(4Ι)
Για τη σχέση (4Ι) ισχύουν οι ίδιες παραδοχές που ισχύουν για την αντίστοιχη σχέση
Lagrange διατομής με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό:
• οι λόγοι δ,= ~' ΚΟΙ δ,= ~' , θεωρούνται σταθερές τιμές
• η ροπή κόμψης (Md) είναι δεδομένη ποσότητα
• και τέλος δεν υπόρχεl αξονική δύνομη (Ν) που νο ασκείτοl στη διοτομή.
Παρατήρηση: Το πλότος b της διατομήι;, όπως και στην περίπτωση διατομών με μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό, είνοl κοινός παρόγων των δύο όρων του οθpaίσματος που
υπόρχεl στη συνόρτηση Lagrange (4Ι). Λόγω της απαλοιφής του στην επίλυση της
μεθόδου Lagrange, καθίσταται αδύνατη η βελτιστοποίηση του. Ως εκ τούτου, η τιμή
του επιλέγεται για τον προσδιορισμό του βέλτιστου ύψους της διατομής ΚΟΙ θεωρείται
σταθερή.
Επίλυσπ
Από τις αχέσεlς (2) και (4Ι) παραγωγίζοντος ως προς Ρ κοι d προκύπτει:
:~ =b {2C,q d+λ [0.87π,d'f" (Ι-δ,)]}=Ο
ή 2C,qd+λ[0.87π,d'f",(l-δ,)]=0 (42)
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και
η
aL _hf r [(ι δ) (2 _0.244)]
- - U ι~, +, +q ρ +
ad π,
+λ [2(0.87pn,-0.212)df" (Ι-δ, )+0.342df" ] }=Ο
[
0.244 ]C, (1+δ, )+q(2p- π, ) +
+λ [2(0.87ρπ, -0.2l2)df" (Ι-δ, )+0.342df" ] =0 (43)
Από τις σχέσεις (3) και (4Ι) πρακύπτει:
~= [(0.87ρπ, - 0.2Ι2 )bd'f", (Ι-δ, )+0 .l7lbd'f", - Μ, ] =0aλ
ή Μ, =(0.87ρπ,- 0.2Ι2 )bd'f" (Ι-δ, )+0.l7lbd'f"
Με βόση τις σχέσεις (42) και (43) αντίσταιχα, καταλήγαυμε ατην τιμή ταυ λ:
λ= -2C,qd
0.87π,d'f" (Ι-δ,)
και
[
0.244 ]λ = -C, (1+δ, )+q(2p- π, )
2(0.87ρπ, -0.2l2)df" (Ι-δ, )+0.342df"
(44)
(42α)
(43α)
Αν εξισώσαυμε τις δυα σχέσεις απλαποιούντοι τα εξής μεγέθη: το κόστος της
μονόδας σκυροδέματος C, ως κοινός παρόγοντος των δυο αριθμητών, όπως επίσης το
στατικό ύψος d και η χαρακτηριστική τάση διαρροής του χάλυβα οπλισμού fyk, ως
κοινοί παράγοντες των δυο παρονομαστών. Επομένως:
(Ι +δ, )+q(2p- 0.244)
2q _ π,
0.87π, (Ι-δ,) 2(0.87ρπ,-0.2Ι2)( Ι-δ, )+0.342
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η 4q(0.87pn r -0.2l2)( Ι-δ, )+0.684q =
0.244=0.87πι (Ι-δ,)(Ι+δ, )+0.87πι (ι-δ, )q(2p- )π •
ή 3.48qΡΠr (1-δ, )-0.848q( Ι-δ, )+0.684q=
=0.87πι (Ι-δ, )(Ι +δ,)+Ι.74qpnr(Ι-δ, )-0.2Ι2q(Ι-δ,)
Αν λύσουμε τη σχέση (44) ως προς Ρ προκύπτει:
(45)
ρ= Ι+δ,
2q
0.394 + 0.366
π ι (1-δ,) π •
Ι+δ, _0.366δ,+0.028
2q π ι (1-δ,) (45α)
Το ποσοστό ρ που ορίζεται στη σχέση (45α) είναι το βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό
εφελκυόμενου οπλισμού μιας ορθογωνικής διατομής με εφελκυόμενο και θλιβόμενο
οπλισμό, για υλικά δεδομένων χαρακτηριστικώντάσεων (χάλυβας και σκυρόδεμα) και
δεδομένα κόστη,
Ι+δ,
μο,! - 2q
0.366δ,+0.028
π ι (1-δ,)
(45β)
όπου
c,q=-r ,
~,
500
π =--
r f
"
δ d. δ d,(f" σε MPa), • = ~ και ,= -,.
α ο
Η σχέση (45β) έχει την ίδια μορφή με την αντίστοιχη σχέση στην οποία κατέληξαν
οι B.Ceranic και C.Fryer με την εφαρμογή της μεθόδου Lagrange βάσει Β5 8110
(5pringer-Verlag 2000). Στην σχέση αυτή υπάρχουν τα μεγέθη δ, και δ" οι τιμές των
οποίων διαφέρουν ελάχιστα στην πραγματικότητα. Στην παρούσα εργασία θεωρείται
ότι δι=δ,. Για οποιαδήποτε άλλη περίπτωση πλαατιμότητας, όπου Plim=VPb.I,
χρειάζεται να επαναλάβουμε από την αρχή τα βήματα της διαδικασίας που
ακολουθήθηκε στην παράγραφο αυτή, με το νέο όριο PΙIm'
Ενδεικτικά:
• Για PΙIm=PbaI προκύπτει, με την προϋπόθεση ότι ικανοποιείται η σχέση d,<0.23d,
Ι+δ,
Ρο,! - 2q 0.483 + 0.488π ι (1-δ,) π •
Ι+δ, 0.488δ,-0.005
- -------;--"--;:--;--
2q π ι (1-δ,) (46)
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• Για PI;m;O.50Pb" προκύπτει, με την προϋπόθεοη ότι ιaχύει η aχέoη d,:$O.117d,
_1+δ, 0.283 0.244 _l+δ, _0.244δ,+0.039
Popt + (47)2q π,(1-δ,) π, 2q π,(1-δ,)
• Για PIim:;:O,25Pbal τότε, με την προϋπόθεοη ότι ιaχύει η aχέoη d,:$O.059d,
_1+δ, 0.152 + 0.122 l+δ, _0.122δ,+0.03Ρορι (48)2q Π,(l-δ,) π, 2q π,(1-δ,)
Ανόλογα με την τιμή του d" ο θλιβόμενος Oπλιaμός όλλοτε διαρρέει και άλλοτε
όχι. Για τις περιπτώοεις όπου το PI;m είναι ίοο με το ρ", ή Ο.75ρ", ή O.sOp", Ωοτόοο,
επειδή η aχέoη (48) περιορίζεται οημαντικά λόγω της aχέoης d,:$O.059d, μπορεί να
διατυπωθεί ως εξής ώaτε να περιλαμβάνει όλες τις τιμές που μπορεί να πάρει το d,:
1+δ, 0.152 f'k' 0.122Ρ,ρΙ - 2q - π (1-δ ) f ,+ Π
f 2 s f
0.132 f'k' + 0.122
π,(1-δ,) f,,' π, , για κάθε τιμή του d, (48α)
Πα ατιiΩ.olli!: Στις aχέoεις (45α)-(48), οι οποίες δίνουν το βέλτιοτο ποοοοτό οπλιομού
Ρορι για διαφορετικάάνω άριο εφελκυόμενουoπλιaμoύ, ο όρος (1 +δι)/2q είναι κοινός.
Με δεδομένο ότι η απάοταοη d, είναι τέτοια ώaτε ο θλιβόμενος χάλυβας να διαρρέει,
ο δεύτερος όρος των aχέoεων, που αφαιρείται από τον κοινό όρο, είναι μια μικρή
ποοότητα. Συνεπώς το βέλτιοτο ποοοοτό εφελκυόμενου οπλιομού είνοι προκτικά
οταθερό ΚΟΙ εξαρτάται aχεδόν αποκλειοτικάαπό το aχετΙKό KόaτOςτων υλικών και όχι
από την χαρακτηριοτικήτους τάοη. Στην περίnτωoη που ο θλιβόμενος οπλιομάς δεν
διαρρέει η επιρροή του δεύτερου όρου των aχέoεων ρ"", είναι μεγαλύτερη. Όοο πιο
μακριά από τη διαρροή βρίοκεται ο θλιβόμενοςχάλυβοςτόοο πιο μεγάλη επιρροή έχει
ο άρος αυτάς ή αλλιώς τάοο περιοοότερη βαρύτητα οτο αποτέλεομα έχουν οι τάοεις
των υλικών. Στο Σχήμο 8 απεικονίζεται η auμπεριφορά του βέλτιοτου γεωμετρικού
ποοοοτού εφελκυόμενου οπλιομού, για την περίπτωaη όπλιοης με διπλό οπλιομό,
όταν PIIm;P", [aχέoη (46)]. Όοο χαμηλάτερη τιμή έχει το aχετΙKό κόοτος του χάλυβα
oπλιaμoύ προς το οκυρόδεμα, τόοο η βέλτιοτη οικονομικά λύοη τείνει να είναι οτη
μεριά του διπλού οπλιομού. Όταν το aχετΙKό κάοτος είναι χαμηλό οημαίνει ότι ο
χάλυβας είναι κοντά οε κόοτος με το οκυρόδεμα. Συνεπώς ουμφέρει οικονομικά να
αυξηθεί το ποοοοτό του και να μπει διπλός οπλιομάς προκαλώντας μείωοη οτην
άΓVωoτη διάoταaη της διοτομής.
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Σχήμα 8. Καμπύλες βέλτιστου Υεωμετρικού ποσοστού οπλισμού Ρο," με Ρlίm=Ρbal·διπλός
οπλισμό<;(δ,=δ,=Ο.10).
Πράγματι, στα σχήμα 8 οι καμπύλες των λύσεων βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού
εφελκυάμενου οπλισμού για την περίπτωση άπλισης με διπλά οπλισμά, τείνουν νο είνσι
σχεδάν αταθερές για τις διάφορες τιμές σχετικού κάστους q. Συνεπώς, επιβεβοιώνετοι
το συμπέρασμα που προκύπτει ήδη οπά τις σχέσεις που ορίζουν το ρο,. για τον διπλά
οπλισμά [(45σ)-(48)]. άτι ο βέλτιατος οπλισμός είναι σχεδόν ανεξάρτητος των
χαρακτηριστικών τάσεων των υλικών (βλ. Πίνοκα 3) και αφού οι σχέσεις ισχύουν γιο
χάλυβα 5500, το βέλτιστο ποσοστό οπλισμού είναι ανεξάρτητο από την οντοχή του
σκυροδέμοτος που θο χρησιμοποιηθεί (με την προϋπόθεση ότι η απόστοση d2 είνοι
τέτοισ ώστε ο θλιβόμενος οπλισμός να διαρρέει).
Εφαρμογή
Έστω ορθογωνική διατομή οπλισμένου σκυροδέματος διαστάσεων bxh, η οποία
εκτίθεται σε καμπτική φόρτιση και σχεδιάζεται έτσι ώστε να έχει το ελάχιστο κόατος,
με Plόm=0.75P'>a" Για δ,=δ2=0.1Ο από τη σχέση (45β) προκύπτει:
1+0.10 0.366·0.10+0.028 1.10 0.072
ρο" - Zq - 0.90π, = -Z-q-- π, (45γ)
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όπου 500Π ι = --, με f", σε MPa
f"
Στον Πίνακα 3, εξετόζεται η επιρραή των δυα όρων ταυ αθροίσματας της σχέσης
(45β) στην τελική τιμή ταυ βέλτισταυ ποσασταύ ρ"," όταν τα αχετικό κόστας ταυ
χόλυβα και ταυ σκυραδέματας είναι ίσα με 20 και μεταβόλλεται η ανταχή ταυ
σκυροδέματας.
Πίνακας 3. Τιμές βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού Ρορτ με q=20,
Ρlim=Ο.7SΡΙΙ;ιI-διπλόςοπλισμός(δι=δ2=Ο.10).
l+δι 0.072q f" πι --- Popt2q π,
16 3125 00275 -0,0023 00252
20 2500 00275 -0,0029 00246
20 25 20,00 00275 -ο 0036 0023930 1667 00275 -0,0043 00232
35 1429 00275 -ο 0050 00225
40 1250 00275 -ο 0058 0,0217
Τα γεγανός ότι τα βέλτιστα πασοστό εφελκυόμεναυ απλισμαύ ρ"" για την
περίπτωση όπλισης με διπλό απλισμό είναι ανεπηρέαστα από τη μεταβαλή της ανταχής
ταυ σκυροδέματας επεξηγείται σταν Πίνακα 3. Οι δυα όραι παυ όταν πραστεθαύν
δίναυν τα βέλτιστα πασaaτό απλισμαύ, δεν έχαυν την ίδια βαρύτητα. ο όρος
(1+δ,)/2q για ένα δεδομένα q δίνει μια σταθερή ποσότητα, ενώ α όρας -Ο.ΟΠ/Πι για
μεταβαλή της ανταχής σκυροδέμστας δίνει αντίαταιχα μεταβαλλόμενες τιμές. Η
διαφορό σταυς δυα όραυς ενταπίζεται στην τόξη μεγέθαυς των τιμών ταυς. Ο
δεύτερας όρος δίνει τιμές παλύ μικρότερες ταυ πρώταυ. Συνεπώς, α πρώτας όρας είναι
αυτός παυ καθαρίζει τα απατέλεσμα.
Με τα ίδια δεδαμένα της εφαρμαγής, για τα υπόλαιπα Plim προκύπτει:
Για PIlm=Pb,I, q=20 και δ l =δΖ=Ο.lΟ ιαχύει,
n.n4QΡο" =0.0275----
π,
Για PBm=0.50PooI, q=20 και δ l =δΖ=Ο.lΟ ισχύει,
=0 0275- 0.0704Ρορι .
"ι
(46α)
(47α)
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Για PIIm=0.25Pbal, q=20 και δι =δ,=0.10 ισχύει,
1+δ, 0.152 fYk 0.122Ρορι = - -+ =2q π,(1-δ,) ε,Ε π,
=0.0275- 0.152 500 + 0.122
0.90π, 0.00123·200000 π,
=0.0275- 0.221
π, (48β)
όπου 500π =--
f f(:k
Από τη σχέση (48β) γίνεται προφανές ότι όταν ο θλιβόμενος οπλισμός δεν διορρέει
τότε η επιρροή του δεύτερου όρου του οθροίσμοτος Ρο", ο οποίος περιέχει την
αντοχή του σκυροδέματος, γίνεται πολύ μεγάλη. Για την περίπτωση PI'm=0.25PooI η
τιμή δ,=0.10, δεν επιτρέπει την διορροή του θλιβόμενου χάλυβο με οποτέλεσμο ο
δεύτερος όρος νο ποίζει καθοριστικό ρόλο στο τελικό αποτέλεσμα, δίνοντας τιμές ίδιας
τάξης μεγέθους με τον πρώτο όρο.
Από τη σχέση (44) εκφράζουμε τη ροπή κάμψης Md συνορτήσει του γεωμετρικού
ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού ρ, με την προϋπόθεση ότι ικονοποιείτοι η συνθήκη
της σχέσης (36), d,SO.176d:
Md =(0.87ρπ, - 0.212 )bd'f" (1-δ, )+0.171bd'f'k
ή d= ΙC""C---,-,,----_~---,--,,---M"'d--,-.,---=-c-c_=,.___,___ -
(Ο .87ρπ, - 0.212 )bf" (1-δ,)+ 0.171 bf"
Μετά οπό πράξεις στον πορονομοστή προκύπτει:
- Ιr:-:,.--::-::,---------,---::-c-:c:-M-=:C----::-:--::-:-::,.,..,-;--:-[(0.87ρπ, - 0.212 )(1-δ,)+0.171] bf"
b= Mc
[0.87ρπ, (1-δ, )+0.212δ, -0.041] d'f"
και (49)
(50)
Οι παροπάνω σχέσεις συμβοδίζουν απόλυτα με τις
κατέληξαν B.Ceranic και C.Frγer με την εφορμογή της
αντίστοιχες στις οποίες
μεθόδου Lagrange στη
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βεληοτοποίηοη βάοει BS 8110 (Springer-Verlag 2000). Άρο γιο δεδομένη ροπή
κάμψης (Md) κοι πλάτος ορθογωνικής διστομής (b), το βέλτιστο στοτικό ύψα; της
διοτομής που οπλίζετοι με διπλό οπλισμό, με εφελκυόμενο σε ποσοστό Ρο,ι κοι
θλιβόμενο σε ποσοστό ρ'= Poρt-Pm,,, είνοι:
d Μ,opt = 1·1,,--· --------"---------"J--.0.87ροΡτΠ'(1-δ,)+0.212δ,-0.041 bf" Κοι (490)
το βέλτιστο πλότος της διοτομής bo,t, γιο δεδομένο Md κσι d ή h είνοι:
b", = [0.87ροΡτ π, (1-δ, )+0.212δ, -0.041] d'f" (500)
Αντίστοιχες σχέσεις γιο τη ροπή κάμψης κοι το βέλτιστο οτστικό ύψος της διοτομής
μπορούν νο διοτυπωθούν κοι γιο διοφορετικό όνω όριο μόνο εφελκυόμενου
οπλισμού. Ενδεικτικά:
• Γιο PIIm=Pb" προκύπτει, με την προϋπόθεοη ότι ικονοποιείτοι η σχέοη d2"0.23d,
ή
Md =(0.87pn, - 0.283 )bd'f" (1-δ,)+0.2ΙObd'f"
d= Ι Mdν (0.87ρπ, -0.283 )bf" (1-δ 2 )+0.2ΙΟbf"
(51)
(510)
• Γιο PI'm=0.50Pb" προκύπτει, με την προϋπόθεση ότι ισχύει η σχέοη d2"0.117d,
Μ,=(0.87ρπ, - 0.141 )bd'f" (1-δ, )+0.123bd2f" (52)
ή
Ι Μ
d= Ι d
ν (0.87ρπ, - 0.141 )bf" (1-δ, )+0.123bf" (520)
• Γιο PIIm=0.25Pb" προκύπτει, με την προϋπόθεση ότι ισχύει η σχέση d'''0.059d
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Md =(0.87pn, - 0.07Ι )bd'f" (Ι-δ, )+0.066bd'f" (53)
ή d Μ.= ,=-=:--=--=::-:-:--:=-c;-:-;;-:----::--::-::c::-:--(0.87pn, - 0.071 )bf" (Ι-δ, )+0.066bf"
(53α)
Στην περίπτωση όπαυ d,>0.059d, τότε α θλιβόμενας απλιαμός δεν διαρρέει και ιοχύει
η οχέση:
d= Μ,
f '1(0.87pn, -0.07l)bf" f: (Ι-δ,)+0.066bf" (53β)
όπαυ f; η τάση ταυ θλιβόμεναυ χάλυβα απλισμαύ.
Η αχέση μεταξύ ταυ βέλτισταυ στατικαύ ύψαυς της διοταμής, daot, για διπλό
απλισμό, με τη ροπή κάμψης Md, απεικανίζεται στα Σχήμα 9. Η καμπύλη βασίζεται στη
αχέση (49α) ενώ τα εύρας των τιμών της ραπής κάμψης είναι τυχαία.
+---
0,6
0,5 +- +-_----:;;>.L-_--'- --"
d 0,8 -y----.,-----r-----,-----:;;o--opt
(m)0,7
0,4 -t------..,.,e-----..,------;------------i
0,3
0,2 +---/-----+-- ----+-----+ι -
0,1 +1----------,--
0+----....,..----..-----....,..----...-------,
Ο 200 400 600 800 1000
Md (kNm)
Σχήμα 9. Καμπύλη βtλτιστoυ στατικού ύφους διατομής cioPt νια Ιdι~16 MPa, q=SO, b:::O.4 m
και Ρlίm=Ο.75Ρωι·διπλός οπλιομός(δι :: δ2::Ο.10).
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Με βόση τα παραπόνω είναι δυνατόν να οριοτεί η γνωοτή σχέση που συνδέει το
βέληοτο μηχανικό ποσοοτό οπλισμού ωορι, με τη βέλτιστη σνηγμένη ροπή κόμψης μορι
που μπορεί να φέρει μισ ορθογωνlκή διστομή οπλισμένου σκυροδέματος, για
δεδομένες τιμές της ροπής κόμψης σχεδισσμού Md κσl του πλότους της διστομής b
(ΕΚΩΣ 2000), για διπλό οπλισμό όταν PIIm=0.75Pbal [σχέση (49α)]:
Μμ = d 1.304ΡορΛ (1-δ,)+0.318δ,-0.061φι bd
opt
Lf
cd
η μορι =ωορι (1-δ, )+0.318δ, -0.061 (54)
όπου
_ fYd _ _ 500ωορι-ροριΓ-1 .304ρορι π,-1.304ροΡι-f-
cd ck
Όμοιες σχέσεις με την (54) μπορούν νσ διατυπωθούν γισ όλα τσ Plim που αναλύθηκαν
προηγουμένως αλλό κσl γισ τα ενδιόμεσσ αυτών.
Συγκεντρώνοντας τις βέλτιστες λύσεις γισ όλες τις περιπτώσεις όπλισης, προκύπτει
ένσ πολύ σημσντlκό συμπέρσσμα. Για κόθε τιμή σχετικού κόστους χόλυβσ κσl
σκυροδέμστος και για κόθε αντοχή σκυροδέμστος (με δεδομένη ποιότητσ χόλυβσ),
έχουμε μισ βέλτιστη τιμή γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού Ρορι. Η τιμή αυτή μπορεί να
αντιστοιχεί σε μόνο εφελκυόμενο οπλισμό ή σε διπλό οπλισμό. Η λύση του διπλού
οπλισμού προϋποθέτει ότι ο μέγιστος εφελκυόμενος οπλισμός δεν είνσl αρκετός γισ
την παρολαβή των εξωτερικών φορτίων ορθής έντσσης, οπότε και προστίθεται
ποσοστό ρ', τόσο στην εφελκυόμενη περιοχή όσο και στην θλιβόμενη. Με βόση τη
σχέση που ορίζει τον συνολικό εφελκυόμενο οπλισμό στην περίπτωση όπλισης με
διπλό, P=PIIm+P', δημιουργείται ένσς βασικός περιορισμός στις βέλτιστες λύσεις:
για νο ορίζετοl το ποσοστό ρ', θο πρέπει το συνολικό ποσοστό εφελκυόμενου Ρ
[σχέση (45α)-(48)] να είνοl μεγολύτερο του PIIm. Ειδόλλως, η σχέση P'=P-PIIm, δίνει
αρνητικό οποτέλεσμα. Στις περιπτώσεις του διπλού οπλισμού, όπου οι λύσεις Ρ είνοl
μικρότερες οπό το PIIm, ή ολλιώς όπου το ρ' είναι αρνητικό, η βέλτιοτη λύση
ποραπέμπετοl οτο ομέσως επόμενο εφικτό ποσοστό, το οποίο είναι το μέγlοτο
ποσοστό εφελκυόμενου οπλισμού Plim για τη δεδομένη αντοχή σκυροδέμοτος [σχέσεις
(18α), (20), (21) KOI (22)]. Συνεπώς, γιο ένα εύρος οντοχών KOI σχετικών κοστών
σκυροδέμοτος και χόλυβο δlοκρίνουμε τρεις περιοχές βέλτιστων λύσεων: ο) την
περιοχή όπου η βέλτιστη λύση είναι ο μόνο εφελκυόμενος οπλισμός (Popt<Pllm), β)
την περιοχή όπου η βέλτιοτη λύση είνοl ο μέγιστος εφελκυόμενος οπλισμός
(Popt=Pllm) KOI γ) την περιοχή όπου η βέλτιστη λύση είνοl ο διπλός οπλισμός
(Popt>Pllm). Για ποράδειγμο, για την περίπτωση που το όνω όριο είναι PIIm=0.75 PbaI,
lοχύουν οι σχέσεις:
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ΚΟI
1
Popt = n ' για Popt<PIim
-~'-+1.578Πf
1.10
(μόνο εφελκυόμενος οπλισμός)
(διπλός οπλισμός)
Η περιοχή οτην οποία η βέλτιοτη λύση είναι ο μόνο εφελκυόμενος οπλισμός
ορίζεται από την πρώτη σχέση, όπου Popt<Plim. Η δεύτερη σχέση δίνει βέλτιστες λύσεις
διπλού οπλισμού με Popt>PIIm. Στην περίπτωση όπου η πρώτη σχέση δίνει τιμή
βέλτιστης λύσης μεγαλύτερη του Plim και η δεύτερη σχέση για τα ίδια δεδομένα δίνει
βέλτιστη λύση μικρότερη του P"m, τότε φαινομενικό δεν υπόρχεl βέλτιστη οικονομικό
λύση ούτε στο μόνο εφελκυόμενο ούτε στο διπλό οπλισμό. Σε αυτή την περίπτωση η
βέλτιστη λύση παραπέμπεται στον μέγιστο εφελκυόμενο οπλισμό που αντιστοιχεί στην
αντοχή του σκυροδέματος για την οποία γίνεται ο σχεδιασμός (βλ. Σχήμα 10).
Popt ~,.=(O.688f.,x")/(df~).σχέση (5)1
""~ m.ριo)(ή όπ U καμla από τις δύοι δεν ο ·11'εται ·σ Ισ ·.L Ι ι·( "- ~ι
·ίΙ Ρ., γιαμόνο :,1
---=r ιεφελιtυόμενο οΓ\λισμό
.... .:...-------- --τ--
--
---
,
,
---
-
- --..ς - -
-----
ι
--- Ι ρ., γlO διπλό Ι
--
--
-
- onλlC'.J\,i)
-
Ι
fyk/fck
Σχήμα 10. Καμπύλη βέλπστων λύσεων γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού για δεδομένο q .
όλες οι περιπτώσεις όπλισης.
Το Σχήμα 10, αφορό ένα δεδομένο σχετικό κόστος q και δίνει τις βέλτιστες λύσεις
γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού συναρτήσει ενός εύρους αντοχών σκυροδέματος. Οι
τρεις περιοχές λύσεων είναι εμφανείς. Ανόλογα με το εύρος των χαρακτηριστικών
τόσεων σκυροδέματος και χόλυβα και το σχετικό κόστος τους q, το οποίο είναι
δεδομένο σε κόθε περίπτωση σχεδιασμού, είναι πιθανό μια καμπύλη να μην
"προλαβαίνει" να εμφανίσει και τις τρεις περιοχές λύσεων. Τέτοιες περιπτώσεις θα
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παραυαιασταύν οε επόμενα γραφήματα. Όπως διαπιστώνεται και με αριθμητικό
παρόδειγμα παρακάτω, για τα ίδια δεδαμένα ραπήι;. πλόταυς διαταμής και οχετικαύ
κόατους υλικών, η διστομή είναι οlκοναμlκότερο να οπλιστεί με μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό παρό με διπλό, με δεδαμένο ότι ο χόλυβας είναι ακριβότερος από το
σκυρόδεμα κατό q. Αυτός είναι και ο λόγος για ταν απαίο η βέλτιστη λύση
παραπέμπεται σταν μέγιστο εφελκυόμενο οπλισμό, όταν η λύση διπλού οπλισμαύ δεν
μπορεί να οριστεί. ΣΌυτή την περίπτωση, α μέγlστας εφελκυόμενας οπλισμός
αντιστοιχεί ατην οικονομικότερη λύση από αποιοδήπατε όλλο ποσοστό μόνο
εφελκυόμεναυ οπλισμού επιλεγεί.
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2.4. Μελέτη της Συμπεριφοράς των Βελτιστοποιημένων
Παραμέτρωντου Κόστους
Η ελαχιαταπαίηση ταυ κόσταυς μιας διαταμής απλlαμέναυ ακυροδέμστας, είναι μια
διαδικασία παυ δύναται να γίνει με παλλές μεθόδαυς, αl απαίες έχαυν καινή λαγlκή:
σταχεύαυν στη βελτισταπαίηση των παρομέτρων παυ απατελαύν τις συνιστώσες ταυ
κόσταυς. Αυτό διαπιστώθηκε κατά την εφαρμαγή της μεθόδαυ Lagrange, όταν
ξεκινώντας από τη σχέση ταυ συναλlκαύ κόσταυς και τη σχέση lσαρραπίας, πραέκυψαν
σχέσεις παυ αρίζαυν τις βελτισταπαlημένες παραμέτραυς Ρ",ι, d"'t και με βάση αυτές
τα μορι. Πριν αναλυθεί η συμπεριφαρά των παρομέτρων αυτών στις μεταβαλές των
μεγεθών παυ τα απαρτίζαυν, κρίνεται σκόπιμα να εξετασταύν αl ανταχές και τα κόστη
των υλικών παυ μελετώνται στην παρούσα εργασία και χρησιμαπαιαύνταl για την
κστασκευή μιας διαταμής απλlσμέναυ σκυροδέματας. Οι τιμές ταυ κόσταυς είναι
πρασεγγlστlκές και βασίζανταl σε αυτές παυ παρατηρήθηκαν στα σκυρόδεμα και τα
χάλυβα, στην περιαχή της Μαγνησίαςγια τα έτας 2010.
Πίνακας 4. Τιμές κόστους μονάδος σκυροδέματος στην Ελλάδα Υ'Ο διάφορες θλ,ππκές
αντοχές.
Θλιmική Αντοχή (MPa) ΚόστοςχωρίςΦΠΑ (€/m3 )
C16 60
C20 61
C25 65
C30 70
C35 75
C40 80
C50 90
Τα εύρας των θλιπτικών ανταχών σκυροδέματας παυ μελετάται στην παρούσα
εργασία είναι από 16 MPa έως 50 MPa, ενώ α χάλυβας στα παραδείγματα παυ
ακαλαυθαύν είναι παιότητας 5500, αφαύ και αl σχέσεις των βελτισταπαlημένων
μεγεθών παυ αναπτύχθηκαν στηρίχθηκαν στην τάση διαρραής, fyk=500 MPa. Τα
κόστας ταυ χάλυβα, συμπερlλαμβαναμέναυ της μεταφαράς, της διαμόρφωσης και της
ταπαθέτησης θεωρείται ίσα με 1 €/kg. Με δεδαμένα ότι τα ειδικό βάρας ταυ δαμlκαύ
χάλυβα είναι 7900 kgl m', πρακύπτεl ότι τα κόστας είναι 7900 €I m', ανεξαρτήτως
της δlαμέτραυ των ράβδων ταυ. Λαμβάναντας υπόψη ότι η τιμή της μανάδας
σκυραδέματος για την Ελλάδα κυμαίνεται από 60 έως 90 €/m3 (βλ. Πίνακα 4), τα
σχετικό κόστας των δυα υλικών q κυμαίνεται από 132 έως 88, αντίσταιχα. Ωστόσα, αl
τιμές της μανάδας σκυραδέματαςπαυ αναφέρονται σταν Πίνακα 4, αντισταιχαύν μόνα
στην αγαρά ταυ υλlκαύ. Μια αντιπροσωπευτική τιμή για τα κόστας της μανάδας
σκυραδέματας συμπερlλαμβαναμέναυ ταυ κόσταυς υλlκαύ, μεταφαράς, ξυλατύπαυ και
αντλίας έvχυσης είναι από 130 €/m3 έως 150 €/m3 (τιμές με ΦΠΑ). Συνεπώς τα
σχετικό κόστος q κυμαίνεται από 60 έως 53 αντίσταιχα. Κατά την κατάστρωση των
συναρτήσεων κόσταυς στη διαδικασία βελτισταπαίησης Lagrange, δεν
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συνυπολογίατηκε το κόστος ξυλοτύπου που σχετίζεται με το εμβαδόν της διατομής, με
σκοπό το πρόβλημα να περιέχει όσο το δυνατόν λιγότερες αγνώατους. Με την τιμή
του κόστους ξυλοτύπου να συμπεριλαμβόνεται ατην τιμή της μονόδος σκυροδέματος,
η αντιμετώπιση της βελτιατοποίησης γίνεται πιο πρακτική και τα αποτελέσματα
έρχονται πιο κοντό ατις πραγμστικές τιμές. Εξόλλου, ατην πραγμστικότητα, η τιμή του
σκυροδέματος είναι πόντα συνοδευμένη από τα επιμέρους κόστη του ξυλοτύπου, της
μεταφορός και της αντλίας έγχυσης. Συνεπώς στην Ελλάδα θεωρείται ότι το σχετικό
κόατος του χόλυβα και του σκυροδέματος κυμαίνεται από 50 έως 60. Θα ήταν πολύ
χρήσιμη η σύγκριση των αποτελεσμότων της βελτιστοποίησης που γίνεται στην
παρούσα εργασία και μιας αντίατοιχης ατην οποία το κόστος ξυλοτύπου θσ
αποτελούσεξεχωριστό κόστος ατη συνόρτηση του συνολικού και θσ διαχωρίζοντανη
τιμή του συνολικού q. Παρακότω γίνεται σύγκριση των αποτελεσμότων της μεθόδου
Lagrange της παρούσας εργασίας με τα αντίατοιχα που η ίδια δίνει όταν ο ξυλότυπος
συμπεριληφθεί εξαρχής ατη μέθοδο, σύμφωνα με τα λεγόμενα των Yousef Α. ΑΙ­
5alloum and Ghulam Husain 5iddigi, ατο επιατημονικό τους όρθρο (βλ βιβλιογροφία,
ενότητα 2.3.)
2.4.1. Μελέτη της Συμπεριφοράςτου Βέλτιστου Γεωμετρικού Ποσοστού
ΕφελκυόμενουΟπλισμού ΟρθογωνικήςΔιατομής Ο.Σ. (ρο,,).
2.4.1.1. Βέλτιστα Γεωμετρικό Ποσαστό Εφελκυόμεναυ Οπλισμού για
την ΠεΡίπτωαη Όπλιαης Διατομών με Μόνο Εφελκυόμενο Οπλιαμό.
Η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους μιας ορθογωνικής διστομής, όπως
αναπτύχθηκε σε προηγούμενη παρόγροφο με τη μέθοδο Lagrange, σημαίνει την
ελαχιατοποίηση του αθροίσματος των δυο επιμέρους κοατών, σκυροδέμστος και
χόλυβα οπλισμού (το κόστος ξυλοτύπου υπόρχει στην τιμή q). Με βόση αυτό μπορεί
εύκολα να γίνει αντιληπτό ότι το ελόχιστο δυνατό ποσοατό οπλισμού ή το ελόχιατο
ύψος της διστομής δεν αντιστοιχούν στην πιο οικονομική λύση. Η οικονομικότερη
λύση προέρχεται από τον κστόλληλο συνδυασμό οπλισμού και διαστόσεων έTOl ώστε
το συνολικό όθροισμα του κόστους των δύο υλικών να είναι το ελόχιστο. Στην
παρόγροφο αυτή μελετόται το βέλτιστο γεωμετρικό ποσοατό εφελκυόμενου
οπλισμού, όταν μόνο αυτός οπλίζει την ορθογωνική διατομή, όπως ορίστηκε από τη
αχέση (12α). το ποσοστό Ρορι εξαρτόται από το αχετικό κόστος του χόλυβα οπλισμού
και του σκυροδέμστος που χρησιμοποιούνται, καθώς και από τις χαρακτηριστικές
τόσεις αυτών. Εφόσον οι σχέσεις για το όνω όριο του εφελκυόμενου οπλισμού και ατη
συνέχεια του βέλτιατου για τον διπλό οπλισμό αναπτύχθηκαν θεωρώντας ότι ο
χόλυβας είναι ποιότητας 5500, όλοι οι υπολογισμοί και τα γραφήματα αφορούν αυτή
την περίπτωση (fyk;SOO MPa). Η παρουσία του όρου l+δ, που διαιρεί το αχετικό
κόατος q ατον παρονομαστή της σχέσης, προκαλεί μια μικρή αύξηση στην τιμή του.
Στους πίνακες και τα γραφήματα που ακολουθσύν, παρουσιόζεται η συμπεριφορό του
ποσοατού ρο" σε μεταβολές των παραπόνω παραμέτρων. Θεωρούμε ότι ο λόγος δι
έχει σταθερή τιμή ίση με 0.10, ενώ η τιμή του πλότους της διατομής b δεν απαιτείται
να είναι γνωστή για τον προσδιορισμό του ποσοστού οπλισμού της.
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Οι λύσεις του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού, που προκύπτουν οπό την εφορμογή
της σχέσης βελτιστοποίησης (120), γιο νο οποτελούν την βέλτιστη λύση σχεδιοσμού
μιος διοτομής συγκρίνοντοι πόντο με το όνω όριο του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού,
PIIm, έτσι ώοτε πόντα να είναι μικρότερες από αυτό. Αυτό φάνηκε απά την εφαρμογή
που παρουσιάατηκε ατην παράγραφο ~2.1.1. (βλ. Πίνακα 2). Στον Πίνακα 5
συγκεντρώνοντοι οι τιμές διοφάρων PBm, άταν η αντοχή σκυροδέματος μεταβάλλετοι.
Ειδικάτερα περιλαμβάνονται οι περιπτώσεις PBm=Pb,I, PI'm=0.75Pb,I, PBm=0.50ΡOOI ΚΟΙ
PBm=0.25PbaI, σύμφωνο με τις εξισώσεις (18α), (20), (21) και (22) αντίατοιχα. Η
γραφική αναπαρόσταση των τιμών γίνετοι οτο Σχήμα 5.
niYOKOC:; 5. Τιμές μέγιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκuόμενου οπλισμού (PIIm) γκι
διάφορες περιπτώσεκ; πλασπμότητας.
fCk η, PIlm=Pbal Pllm =0,75ρ .. ι PIlm =O,SOPbal Piim =O,2SPbalCMPa)
16 31,3 00104 00078 00052 0,0026
20 25 00130 0,0098 0,0065 0,0032
25 20 0,0162 0,0122 0,0081 0,0041
30 16,7 0,0195 0,0146 0,0097 00049
35 14,3 0,0227 00171 0,0114 0,0057
40 12,5 00260 0,0195 0,013 0,0065
50 10 0,0325 0,0244 0,0162 0,0081
Στην ενάτητο 2.1. πορουσιάστηκαν γραφικά οι λύσεις του βέλτιοτου γεωμετρικού
ποσοατού Ρο.ι, γιο την περίπτωση άπλισης με μάνο εφελκυάμενο οπλισμά, άταν
PBm=0.75Pb" (βλ. Σχήμα 2). Ο Πίνακας 6 συγκεντρώνει τις αντίστοιχες βέλτιστες
λύσεις ότον PBm=0.75Pb". Η γροφική απεικάνιση των λύσεων γίνεται ατο Σχήμα 11.
niYOKOC:; 6. Τιμές βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενοu οπλισμού Ρoρtι με
Pllm=O.75Pbδl- μόνο εφελκuόμενoc:; οπλισμός (δι=0.10).
C, 100 60 50 20 PlIm=0,75Pb"q=-=C<
f ck (MPa) η, Popt
16 31,3 0,0071 0,0096 0,0106 0,0148 0,0078
20 25 0,0077 0,0106 0,0118 0,0174 0,0098
25 20 00082 0,0116 0,0130 00201 0,0122
30 16,7 0,0085 0,0124 0,0139 0,0225 0,0146
35 14,3 0,0088 0,0130 00147 0,0246 0,0171
40 12,5 00090 0,0135 0,0153 0,0264 0,0195
50 10 0,0094 0,0142 0,0163 0,0294 0,0244
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Στα γραφήματα των βέλτιατων γεωμετρικών παααaτών απλισμαύ σημειώνανται επίσης
τα όνω όρια του εφελκυόμεναυ απλιαμαύ Pm" παυ θέτουν α ΕΚΩΣ 2000 και ο
Ευρωκώδικας 2. Για δ,=Ο.lΟ από τη σχέαη (23β) πρακύπτει:
Pm.x= p'm.x= 0.04(Ι+δι)= 0.044 (Ευρωκώδlκος2)
Το όνω όρια ταυ εφελκυόμεναυαπλιαμαύ κατό ΕΚΩΣ 2000 αρίζεται από τη σχέση (23)
και λαμβόνει υπόψη ταυ και τα πασοστό ταυ θλιβόμενου οπλισμαύ. Παρόλα αυτό aτα
γραφήματα παυ ακαλαυθαύν απεικανίζεται μόνο η οριακή τιμή της σχέσης (23):
Pm.x=7/fYd (ΕΚΩΣ 2000)
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Σχήμα 11. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού Ρoρt με
PIlm=O.7SPb<ιI- μόνο εφελκuόμενoc; οπλισμός (δεδομένα Πίνακα 6).
Στο Σχήμα 11, αι καμπύλες παυ απεικανίζανται αντιαταιχούν σε βέλτιaτα
γεωμετρικό πoσαaτό εφελκυόμεναυ απλισμού όταν μόνα αυτός απλίζει τη διαταμή,
ανόλαγα με την θλιπτική ανταχή του σκυραδέματας f" και τα λόγα των Kαaτών ταυ
χόλυβα και ταυ σκυραδέματας, q. Οι καμπύλες δίδονται συναρτήσει του λόγου
nf=500/f". Επιπλέον απεικανίζεται το όνω όριο του μόνα εφελκύαμεναυ απλισμού
PIIm=0.75Pb.I. Οι συνεχόμενες γραμμές παυ βρίσκανται κότω από την καμπύλη Pllm
αντιaταιxαύν σε βέλτιaτες λύσεις με μόνα εφελκυόμενο οπλισμό. Αντίθετα, υπόρχαυν
και καμπύλες αι απαίες ξεπερνούν τα PI'm και αυτές απεικονίζανται στα σχήμα με
διακεκαμμένη γραμμή. Για αυτές α εφελκυόμενος οπλισμός δεν είναι η βέλτιaτη λύση.
Ως εκ τούταυ, για τις περιπτώσεις όπαυ Popt>PIIm=0.75Pb.I, εφαρμόζαυμε τη σχέση
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(45β), που οφορό οτο βέλτιοτο γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού γιο τις περιπτώσεις
όπλισης ορθογωνlκών διατομών με διπλό οπλισμό. Παρόμοια σχήματα μπορούν να
απεικονίσουν τη συμπεριφορό των βέλτιστων λύσεων για διαφορετικό PI'm. Από την
εφαρμογή της μεθόδου Lagrange για τη βελτιστοποίηση σχεδιασμού ως προς το
κόστος στις παραγρόφους ~2.4.1.1. και ~2.4.1.3., προκύπτει το συμπέρασμα ότι, για
δεδομένη αντοχή σκυροδέματος f", και σχετικό κόστος χόλυβα και σκυραδέματος, q, η
τιμή του βέλτιστου ποσοστού για μόνο εφελκυόμενο οπλισμό είναι η ίδια ανεξαρτήτου
PIIm. Αυτό σημαίνει ότι για ένα δεδομένο εύρος αντοχών σκυροδέματας, η καμπύλη
βέλτιστων λύσεων Ρο" που αντιστοιχεί σε μια τιμή του λόγου q είνοι ίδιο γιο
οποιοδήποτε Ρ'όm και αν επιλεχθεί. Αυτό που μεταβόλλεταl είναι το σημείο τομής των
καμπυλών Ρο" και PIIm, ή αλλιώς το κομμάτι που παραμένει "ενεργό", δηλαδή που είναι
κότω από την καμπύλη PI'm (βλ. Σχήμα 12). Στο Σχήμα 11 απεικονίζονται επιπλέον τα
μέγlοτα επιτρεπόμενα ποσοοτό οπλισμού, τόσο από βόσεl ΕΚΩΣ 2000, όσο και βόσεl
Ευρωκώδlκα 2. θασιζόμενο, οτον ΕΚΩΣ 2000, πολλές από τις βέλτιστες λύσεις που
προκύπτουν παύουν να έΧουν νόημα, καθώς είναι μεγαλύτερες από το όριο που ο ίδιος
θέτει. Το όνω όριο του Ευρωκώδlκα είναι πολύ πιο ανεκτικό. Στα γραφήματα ωστόσο
εμφανίζονται και τα δυο ποσοστό, έτσι ώστε να ευνοείται η σύγκριση μεταξύ των δυο
κανονισμών. Σημειώνεται ότι, ο ΕΚΩΣ 2000 παύει να ισχύει από το έτος 2011 και μετό.
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Σχήμα 12. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκuδμενοu οπλισμού Popt γιο
διοφορεπκόPllm- μόνο εφελκυόμενοςοπλισμός(δεδομένα Πίνακα 5 κοι 6).
Στο Σχήμα 12 οι καμπύλες Po,t που απεικονίζονται με έντονο μαύρο χρώμα είναι οι
ίδιες καμπύλες βέλτιστων λύσεων που υπόρχουν και στο Σχήμα 11, δηλαδή
αντιστοιχούν και αυτές στα δεδομένα του Πίνακα 6. Οι διακεκομμένες γραμμές
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αντισταιχαύν στα μέγιστα επιτρεπόμενα ποσοστά εφελκυόμεναυ απλισμού, όταν ουτά
αφορούν την ισορροπημένη διοτομή ή κάποιο ποσοστό ουτής (βλ. Πίνακο 5). Όλες οι
υπόλοιπες περιπτώσεις όπου PIlm=VPboI, με ν<l, μπορούν να υπολογιστούν και να
απεικονιστούν εύκολο οπό τη οχέση (180), αν αυτή πολλαπλοσιοστεί με ν. Γιο κάθε
καμπύλη Plim που επιλέγετοι, οι κομπύλες Ρορι που βρίσκονται κάτω από αυτή
περιλαμβάνουν τις εφικτές λύσεις ("ενεργά" τμήματα καμπυλών), ενώ αυτές που
βρίσκοντοι πάνω, τις ανέφικτες (''ανενεργά'' τμήμοτο καμπυλών). Γιο τα "ανενεργά"
τμήμοτο των κομπυλών η βέλτιστη οικονομικά λύση δεν είναι ο μόνο εφελKυόμενaς
οπλισμός (παράγραφος ~2.4.1.2.·2.4.1.3.). Σε κάθε περίπτωση ρ"",, το "ενεργό"
τμήμο το Όνενεργό" τμήμα, θα δίνουν πάντα την ίδια καμπύλη.
2.4.1.2. Βέλτιστα Γεωμετρικό Πασαστό Εφελκυόμεναυ Οπλισμαύ για την
περίπτωση Όπλισης Διοταμών με Εφελκυόμενα και Θλιβόμενα Οπλισμό
Στην περίπτωση όπλισης μιος διατομής με εφελκυόμενο και θλιβόμενο οπλισμό,
όπως πορουσιάστηκε σε προηγούμενη ποράγροφο, οι υπολογισμοί περιπλέκονται,
αφενός επειδή υπάρχει μια παραπάνω δύνομη στην διοτομή (θλιβόμενου οπλισμού)
και εφετέρου επειδή γιο να μειωθούν οι άγνωστοι που πρέπει νο προσδιοριστούν
(δηλαδή οι παράμετροι που πρέπει νο βελτιστοποιηθούν)οπαιτείται εξορχής η επιλογή
του άνω ορίου του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού PΙ'm (παροδοχή p'=P·PΙ'm). Συνεπώς
για διαφορετικά P'im έχουμε κοι διαφορετικές καμπύλες Ρoρt, γεγονός που δεν
ισχύει στην περίπτωση όπλισης με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό. Δηλαδή, για
διαφορετικά PIIm, το "ενεργό" και το Όνενεργό" τμήμα, δεν δίνουν την ίδια
καμπύλη βέλτιστων λύσεων. Στο Σχήμο 8, απεικονίστηκαν οι βέλτιστες λύσεις γιο
την περίπτωση όπλισης με διπλό οπλισμό, ότον το άνω όριο για την όπλιση με μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό είνοι αυτό της ''ισορροπημένης" διοτομής. Ωστόσο, επειδή η
''ισορροπημένη'' διατομή είνοι ένο θεωρητικό άνω όριο σχεδιασμού και για να
μπορέσουν νο συνδεθούν οι λύσεις του διπλού οπλισμού με ουτές του μόνο
εφελκυόμενου της προηγούμενης παρογράφου, στον Πίνακο 7 δίδονται οι βέλτιστες
λύσεις διπλού οπλισμού ότον PIIm=0.75PbaI [σχέση (45α)]. Η γραφική απεικόνιση των
δεδομένων του Πίνοκο 7, γίνεται στο Σχήμα 13.
Στο σχήμο 13 , όλες οι κομπύλες αντιστοιχούν σε βέλτιστο γεωμετρικά ποσοστά
εφελκυόμενου οπλισμού για την περίπτωση διπλού οπλισμού με PIIm=0.75PbaI (σχέση
(45α)), ανάλογα με την θλιπτική οντοχή του σκυροδέμοτος fck και τον λόγο των
κοστών του χάλυβο και του σκυροδέμοτος q που επιλέγονται. Οι συνεχόμενες
γρομμές που βρίσκοντοι πάνω οπό την καμπύλη PΙim οντιστοιχούν σε λύσεις με
εφελκυόμενο κοι θλιβόμενο οπλισμό ("ενεργά" τμήμοτα καμπυλών). Αντίθετα,
υπάρχουν και οι καμπύλες οι οποίες είναι κάτω από το Plim και αυτές απεικονίζοντοι
στο σχήμα με διακεκομμένη γρομμή ί'ανενενεργά" τμήματο καμπυλών). Γιο ουτές ο
θλιβόμενaς οπλισμός δεν είνοι η βέλτιστη λύση. Ως εκ τούτου, για το "ανενεργά"
τμήμοτο των κομπυλών (Pop,<Pm.,), εφορμόζουμε τη σχέση (12α), που αφορά στο
βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού για τις περιπτώσεις όπλισης ορθογωνικών
διατομών με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό.
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Πίνακας 7. Τιμές βtλτιστou γεωμετρικού ποσοστού εφελκuόμενοu οπλισμού Ροριι με
ΡΙίm=Ο.75Pbιιι - διπλός οπλισμός (δι =δ:Ζ=Ο.10).
cq=-' = 100 60 50 20 Ρlim=O,75ΡboIC,
f,k(MPa) π, Ρο.,
16 313 0,0032 00069 00087 0,0252 00078
20 25 00026 00063 00081 00246 0,0098
25 20 0,0019 0,0056 00074 00239 0,0122
30 167 0,0012 00049 00067 00232 00146
35 143 00005 00041 00060 00225 00171
40 125 -ο 0002 0,0034 00053 00218 0,0195
50 10 -0,0017 0,0020 0,0038 0,0203 0,0244
50 40 35 30
fck(MPa)
25
για 5500
20 16
0,045
Popt 004
,
0,035
0,03
0,025
0,02
0,015
0,01
0,005
Ο
,
Ι ρ..(Eυρω.ώδ8aς2)~
εφικτές λύσεις
,
• ΡοΡι>Ρ ... ·
•
•
J """=0.75",,,1 ••
q-20~ Ι •Γ.Ί.-
"'""-
Ι ιΡιn"" (EκnΣ 2000) -
Ι
------ - - -q=50
.- ------- ---- - ---- -
-----
-- --
-
Iq=60]5':::-------lq=ΙOOh. ------- - - - Ι-- -----------
8 12 16 20 24 28 32
ΠΙ
Σχήμα 13. Καμπύλει; βtλτιστou γεωμετρικού ποσοστού εφελκuόμενοu οπλισμού Ρopt γιο
PΙlm=O.75Par-διπλός οπλισμός (δεδομένα Πίνακα 7).
Συνεnώ<;, α auνδυασμό<;των σχημάτων 11 και 13 θα αυγκεντΡώνει τα σύναλα των
λύσεων για την όnλlση μιας διστομής, όταν pιim=0.75Pbal (βλ. Σχήμο 15). Κστά τον
σχεδιασμό μιας διατομής, με δεδομένες χαρακτηριστικές τάσεις υλικών και δεδομένο
σχετικό KόσToc;, αυτό nou μnΟΡεί να αλλάξει τη βέλτιστη λύση είναι το PΙim nou
εnιλέγεται σαν άνω όριο στον μόνο εφελκυόμενο οnλισμό. Στα σχήμα 14 εξετάζεται το
nώς αλλάζουν οι βέλτιστες λύσεις του εφελκυάμενου οnλισμού, για την nεpinτωoη
άnλισης με διnλό οnλισμό, όταν το PHm μεταβάλλεται αnό Pbol σε 0.50Ρ..,. Στα
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γράφημα απεικανίζεται μόνα η τιμή q=60, η απαία αντιπρααωπεύει την περίπτωση
σχεδιασμαύ στην Ελλάδα. Συνεπώς, προκύπτει τα συμπέρασμα ότι στην Ελλάδα, όταν
α σχεδιασμός γίνει με όνω όριο για τον μόνα εφελκυόμενο οπλισμό α υτό της
''ισαρραπημένης'' διατομής, τότε ο διπλός απλισμός δεν μπορεί να είναι η βέλτιστη
λύση για καμία αντοχή σκυροδέματος ("ανενεργή" καμπύλη). Όταν τα όνω όρια
μειωθεί κατά 50%, α διπλός οπλισμός είναι η βέλτιστη λύση για σχεδιασμό με
παιότητα σκυροδέματος 06/20. Για όλες τις υπόλαιπες αντοχές σκυραδέματος η
βέλτιστη λύση βρίσκεται στην περιαχή του μόνο εφελκυόμενου απλισμού, μέγιστου ή
όχι. Από τα Σχήματα 11 και 13 προκύπτει ότι ο διπλός οπλισμός δεν αποτελεί βέλτιστη
αικοναμικά λύση, για καμία αντοχή σκυραδέματας, αύτε για την περίπτωση όπου
Plim=0.75Pbal. Όσο πιο χαμηλό είναι το όνω όριο για τον μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό, τόσο η οικονομικότερη λύση για τα δεδομένα σχεδιασμού τείνει να
αντιστοιχεί στο διπλό οπλισμό.
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Σχήμα 14. Kaμπύλεc; βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού Popt για
q=60, με PΙlm=Pbal και Pllm=O.50Pbal- διπλόι; οπλισμός (δι =δ2=Ο.10).
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2.4.1.3. Βέλτιστο Γεωμετρικό Ποσοστό Εφελκυόμενου Οπλισμού γιο Όλες τις
ΠεριπτώσειςΌπλισης
Συνδυόζοντοςτα δεδαμένα από ταυς πίνακες 6 και 7, πρακύπτει α Πίνακας 8, ο
οποίος συγκεντρώνει τις βέλτιστες λύσεις για όλες τις περιπτώσεις όπλισης μιας
διστομής, όταν Plim=0.75P",I.
Πίνακας 8. Τιμές βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκuόμενοu οπλισμού Ρoptι με
PIlm=O.7SPbaI- όλες ΟΙ περιπτώσεις όπλισης (δι=δ2=Ο.10).
cq= -' = 100 60 SO 20 P';m=O,75PbalC,
f",(MPa} πι 'oot
16 313 00071 00078 0.0087 0.0252 0,0078
20 25 00077 00098 00098 0.0246 00098
25 20 0,0082 0,0116 0,0122 0.0239 00122
30 16,7 0,0085 00124 00139 0.0232 0,0146
35 14,3 00088 0,0130 0,0147 0.0225 0,0171
40 125 0,0090 0,0135 00153 0.0218 00195
50 10 0,0094 0,0142 0,0163 0,0244 0,0244
Στον πίνακα 8 περιέχονται οι λύσεις, για όλες τις περιπτώσεις όπλισης μιας
διατομής, όταν PI'm=0.75Pb'I. Πιο συγκεκριμένα, για μικρές αντοχές σκυροδέμστος οι
βέλτιστες λύσεις αντιστοιχούν στον διπλό οπλισμό, για μεγόλες στον μόνο
εφελκυόμενο, ενώ ενδιόμεσα τους, με γρι χρώμα κελιών, δίνονται οι βέλτιστες λύσεις
που αντιστοιχούν στον μέγιστο εφελκυόμενο οπλισμό. Οι λόγοι ύπαρξης αυτών των
λύσεων εξηγηθήκαν στο τέλος ενότητας 2.2. (βλ. Σχήμα 10). Το ίδιο συμβαίνει και με
τις τιμές των q, για μικρές τιμές οι λύσεις αντιστοιχούν κυρίως στον διπλό οπλισμό,
ενώ για μεγόλες στον μόνο εφελκυόμενο. Το Σχήμα 15 αποτελεί την γραφική
απεικόνιση των δεδομένων του πίνακα 8. Οι καμπύλες που αποδίδονται με χρώματα
αντιστοιχούν στις βέλτιστες λύσεις γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού Ρ""" για όλες τις
περιπτώσεις όπλισης, συναρτήσει του λόγου των χαρακτηριστικών τόσεων των υλικών
(n,=500/f,k), Η έντονη διακεκομμένη γραμμή αντιστοιχεί στο όνω όριο του μόνο
εφελκυόμενου οπλισμού, Plim=0.75Pb,I. Ανόλογα με το λόγο των κοστών των υλικών
q, μια καμπύλη βέλτιστων λύσεων, οτο συγκεκριμένο εύρος αντοχών σκυροδέματος,
μπορεί να παρουσιόζει τρεις περιοχές λύσεων (όπως για q=50, μόνο εφελκυόμενος
οπλισμός, μέγιστος εφελκυόμενος και διπλός), δύο περιοχές λύσεων (όπως για q=20,
μέγιστος εφελκυόμενος και διπλός οπλισμός) ή μια περιοχή λύσεων (όπως για q=100,
μόνο εφελκυόμενος οπλισμός). Τα τμήμστα των καμπυλών που βρίσκονται πάνω από
την αυτή του Pllm αντισταιχούν σε βέλτιστες λύσεις με διπλό οπλισμό, ενώ τα
τμήματα που είναι κάτω από αυτή αντιστοιχούν σε βέλτιστες λύσεις με μόνο
εφελκυόμενο .. Στα Σχήματα 16 και 17 απεικονίζονται οι βέλτιστες λύσεις όταν το PΙ'm
είναι ίσο με το ρ",ι και με το 0.50 ρ",ι, αντίστοιχα.
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Σχήμα 15. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκuόμενοu οπλισμού Ρoρtf για
PIlm=O.75PbaI- όλες οι περιπτώσεις όπλισης (δι=δ2=Ο.10).
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Σχήμα 16. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού Ρoρtι για
Pllm=PbδI-όλες οι περιπτώσειςόπλισης(δι=δ2=Ο.10).
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Σχήμα 17. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού ΡΟΡΙΙ για
Pllm=O.SOPbaI- όλες ΟΙ περιπτώσεις όπλισης (δι=δ2=Ο.10).
Ένα από τα βασικότερα συμπεράσματα που πρακύπτει από την
απεικόνιση της συμπεριφοράς του Ρο"" είναι ότι όταν η βέλτιστη λύση είναι
ο μόνο εφελκυόμενας οπλισμός (Po",<P,Im), η αύξηση της ανταχής ταυ
σκυροδέματας σημαίνει και την αύξηση ταυ πασαστού Ραρ,. Το συμπέρασμα
αυτό επαληθεύεται από την εξίσωση ισαρραπίαζ, από όπου προήλθε η σχέση παυ
απεικονίζεται στα παραπόνω γραφήματα. Σε ένα πρόβλημα σχεδιασμού όπου είναι
δεδαμένα τα πλότος b της διατομής, τα εμβαδό απλισμαύ Α, και η εξωτερική
ασκούμενη ροπή κόμψης Md, αυξόναντας της αντοχή του σκυραδέματας προκαλείται
μείωση της θλιβόμενης ζώνης της διαταμής έτσι ώστε η θλιπτική δύναμη να
διατηρηθεί σταθερή (Fc=0.688f",bxu), όπως διατηρείται και η εφελκυστική (F,=A,;fyd).
Για να επιτευχθεί η μείωση της θλιβόμενης ζώνης με σταθερό εφελκυόμενο οπλισμό
πρέπει να μικρύνει τα ατατικό ύψος της διατομής d. Συνεπώς το πασαστό Ρ (=AJbd)
μεγαλώνει Αντίθετα, στην περίπτωση του διπλαύ οπλισμαύ (Pop,>PI,m), η
αύξηση της αντοχής του σκυροδέματος προκαλεί μείωση του βέλτιστου
ποσοατού οπλισμού Ραρ" Το συμπέρασμα αυτό επαληθεύεται από την ισαρροπία
των δυνόμεων της διατομής παυ απλίζεται με διπλό απλισμό, γνωατού εμβαδού Α, για
ταν εφελκυόμενα, πλόταυς b και ροπής κόμψης Md. Πια απλό, σύμφωνα με τη σχέση
(30), ο εφελκυόμενος οπλισμός θα είναι το όθροισμα του μέγιαταυ εφελκυόμεναυ
απλισμού παυ αρίστηκε, όταν μόνο αυτός οπλίζει τη διατομή και του θλιβόμενου, ή
αλλιώς P-P'=Plim. Το όνω όριο εφελκυόμεναυ οπλισμού Plim είναι ανόλογα της αντοχής
του σκυροδέματος (σχέσεις 18-22) και ταυτόχρανα ορίζεται ως A"I,m!bd. Συνεπώς με
την αύξηση της αντοχής ταυ σκυροδέματας αυξόνεται. Από τη ισορραπία των
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δυνάμεων (Fo+F,'=F, ή 0.688fodbx,+A,;'fYd=A,fyd), προκύπτει άτι γιο νο διοτηρηθεί
οτοθερή η εφελκυάμενη δύνομη του χάλυβα (εφάσον τα συνολικά εμβαδά του
εφελκυάμενου οπλισμού διατηρείται οταθερά), θσ πρέπει με την αύξηση της αντοχής
του σκυροδέματος να διατηρηθεί σταθερά και το άθροισμα των δυνάμεων της
θλιβάμενης περιοχής (σκυροδέματος και χάλυβα). Τελικά η ισορροπία αποκαθίσταται
με την αύξηση του οτατικού ύψους της διατομής d έτσι ώστε η θλιπτική δύναμη οτο
σκυρόδεμα να αυξηθεί λάγω αύξησης του Χ, (0.688fodbx,) και η θλιπτική δύναμη του
χάλυβα να μειωθεί [(A,-Pnmbd)fydJ. λάγω αύξησης τάσο του d άσο και του PI'm. Με αυτά
τον τράπο το άθροισμα των δυο δυνάμεων διατηρείται οταθερά, ενώ το ποσοοτά του
εφελκυάμενου οπλισμού Ρ μειώνεται.
Όσον αφορά την ευαισθησiα των βέλτιοτων λύσεων οτην μεταβολή της αντοχής
του σκυροδέματοι;. απά τα Σχήματα 15, 16 και 17 προκύπτει το συμπέρασμα άτι όσο
μικρότερο είνοι το σχετικό κόοτος του χάλυβο κοι του σκυροδέμοτος. τόσο
πιο μεγάλη είνοι η μετοβολή του υφίσταται η βέλτιστη λύση για όπλιση με
μόνο εφελκυόμενο απλισμό λόγω μεταβολής της θλιπτικής αντοχής του
σκυραδέματας. Πιο συγκεκριμένα, παρατηρώντας το Σχήμα 16, για αντοχή
σκυροδέματος απά 50 MPa έως 40 MPa, οι βέλτιοτες λύσεις για q=20 παρουσιάζουν
πολύ μεγαλύτερη μείωση απά τις λύσεις για q=100. Συνεπώς για την περίπτωση
άπλισης με μάνο εφελκυάμενο οπλισμά, οι βέλτιοτες λύσεις παρουσιάζουν μεγάλη
ευαισθησία στις αλλαγές της θλιπτικής αντοχής, άταν το q είναι μικρά. Αντίθετα,
όταν η διαταμή οπλίζεται με διπλό οπλισμό, η ευαισθησία του βέλτιατου
οπλισμού σε μεταβολές της αντοχής σκυροδέματος είναι μηδαμινή, με την
προϋπόθεση ότι ο θλιβόμενος οπλισμός διαρρέει. Όταν δεν διαρρέει, η
ευαισθησία είναι αρκετά μεγάλη.
Η ευαισθησία των βέλτιοτων λύσεων, Ρορ" στις αλλαγές της αντοχής
σκυροδέματος εξαρτάται κι απά την τιμή του σχετικού κάατους q. Όσο πιο μεγάλη
είναι η τιμή του q, τάσο πιο ανεπηρέαατες είναι η βέλτιστες λύσεις απά τις αλλαγές της
αντοχής του σκυροδέματος και για τις δύο περιπτώσεις άπλισης. Σε επάμενο
διάγραμμα, θα μελετηθεί η ευαισθησία των βέλτιοτων λύσεων ατις μεταβολές του q,
άταν η αντοχή του σκυροδέματος, fo', διατηρείται οταθερή. Με μια πρώτη ματιά,
προκύπτει άτι ο διπλός απλισμός παρουσιάζει μεγαλύτερη ευαισθησία στις
αλλαγέςτου q από ότι ο μόνο εφελκυόμενος.
Τέλοι;. ο μέγιοτος εφελκυάμενος οπλισμάς, PHm, είναι εντελώς ανεξάρτητος απά το
αχετικά κάοτος q και εξαρτάται αποκλειοτικά απά την τιμή της αντοχής σκυροδέματος,
fo' (χάλυβας 5500). Όπως φαίνεται κι απά τα γραφήματα, άσο μικρότερο το ποσοοτά
του PHm, τάσο λιγάτερο επηρεάζεται απά τη μεταβολή της τιμής της αντοχής
σκυροδέματοι;. fo', ενώ ταυτάχρονα οι λύσεις απομακρύνονται απά τον μάνο
εφελκυάμενο οπλισμά και τείνουν προς τον μέγιστο εφελκυάμενο και τον διπλά
οπλισμά.
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Παράδειγυα
Έστω ότι πρέπει να σχεδιαατεί αρθαγωνlκή διαταμή απλlσμέναυ σκυροδέματας,
πλάταυς b;O.4 m, με χάλυβα απλισμαύ 5500 και παιότητα σκυραδέματαςC30/37. Τα
σχετικό κόστος χάλυβα και σκυραδέματας είναι περίπαυ ίσα με 55. Η διαταμή θα
πρέπει να αντισταιχεί στα ελάχιστα κόατας. Όπως πραέκυψε από τη διαδικασία
βελτιαταπαίησης, η βέλτιστη τιμή ταυ γεωμετρικαύ πασασταύ εφελκυόμεναυ
απλισμαύ, Popt, εξαρτάται από τα άνω άρια παυ θα αριστεί για την περίπτωση όπλισης
της διστομής με μόνο εφελκυάμενα απλισμό (βλ. Πίνακα 9).
Πίνακας 9. Τιμές βέλπστοu γεωμετρικού ποσοστού εφελκuόμενου οπλισμού Poρt yeα 5500/
C30/37 ΚΟΙ q=55 - ανάλογα με το Ρlίm(δι =δ;ι;=Ο.10).
"
ποσοστό εφελκυό ενοu οπλισμού, PODt
".. PIim:; εφελκυόμενος
." υόνο ελκuόuενοc και θλιβόuεvοc::ι."
- .c-Ε::ι. Ob.I; 0.0195 0.0131 αδύνατο
" ~<" Ι 0.0131 αδύνατοc _ 0.750b.,; 0.0146c- ΙO
"
Υ αδύνατοc- 0.500b.,; 0.0098 P"m;0.0098..,
.:1
αδύνστα
" 0.25Pb.,; 0.0049 PIIm;0.0049
Με βάση τα δεδομένα ταυ Πίνακα 9, τα οπαία αντιπρασωπεύουν τις τιμές που
περίπου ισχύουν στην Ελλάδα, γίνεται ξεκάθαρο ότι επlλέγαντας διαφορετικό PIIm
διαφαροποιείταl α τρόπος και το ποσοστά άπλισης της διαταμής, ώστε ο σχεδιασμός
να αντιστοιχεί στην οικονομικότερη λύση. Όσο περισσότερο πλάστιμη επιδιώκεται να
γίνει η διαταμή τάσα η βέλτιστη λύση τείνει να αντιστοιχεί αταν διπλά οπλισμό.
Σταν Πίνακα 10, παρουσιάζεται η ευαισθησία της βέλτιστης λύσης απλισμού στην
δεύτερη παράμετρο παυ το επηρεάζει, το σχετικό κόστος χάλυβα οπλισμού και
σκυροδέματος, q. Το εύρος του q παυ μελετάται είναι απά q;ΙO έως q;ΙOO, για τρεις
διαφορετικές αντοχές σκυροδέματας. Στο Σχήμα 18 απεlκανίζανταl τα δεδομένα του
Πίνακα 10. Οι καμπύλες αφορούν δυο διαφορετικές περιπτώσεις άνω αρίαυ μόνα
εφελKυάμΕVOυ απλισμού PIIm, PIIm;0.75p"", και Pllm;0.50P""I, ενώ σε όλες τις καμπύλες
είναι ευδιάκριτες αl τρεις περιοχές όπλισης, η περιοχή άπου η βέλτιστη λύση είναι ο
μόνο εφελκυόμενος οπλισμάς, η περιοχή όπου η βέλτιστη λύση είναι μέγιστος
εφελκυόμενο οπλισμός και τέλας η περιοχή όπαυ η βέλτιστη λύση διπλάς οπλισμός,
όπως έχει παρουσιαστεί στην ενάτητα 2.2.
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πίνακας 10. Τιμές βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού Ρoptι για
Plim=Pbal και Pllm=O.SOPbal· όλες οι περιπτώσεις όπλισης (δι= δ2=0.10)
Ποιότητο C16/20 C30/37 C50/55σκυοοδέuστοc
PIIm!Pba' =0.75 =0.50 =0.75 -0.50 =0.75 -0.50Ι (ΡI;",-Ο.ΟΟ78) (Ρlιm-O.OO52) Ι (...-0.0146) Ι (0..=0.0097) Ι (0..-0.0244) (0..=0.01621
q Poot
10 0.0527 0.0527 0.0507 0.0508 0.0478 0.0480
20 0.0252 0.0252 0.0232 0.0233 0.0244 0.0205
30 0.0160 0.0161 0.0146 0.0141 0.0232 0.0162
40 0.0115 0.0115 0.0146 0.0097 0.0192 0.0162
50 0.0087 0.0087 0.0139 0.0097 0.0163 0.0162
60 0.0078 0.0069 0.0124 0.0097 0.0142 0.0142
70 0.0078 0.0056 0.0111 0.0097 0.0126 0.0126
80 0.0078 0.0052 0.0101 0.0097 0.0113 0.0113
90 0.0076 0.0052 0.0092 0.0092 0.0102 0.0102
100 0.0071 0.0052 0.0085 0.0085 0.0094 0.0094
Pmn (EυρωKώδιιcας 2) φι γιa pl -ο. 75ptBI
1\,~ ρ_ ΥιαΩ,- Ο/55, Ρ... 0.75ρlφΙ
" ~ f'...../.
( "λ""'- r---- Ρ_ (Β<ΩΣ 2000)-
c 1372:. ..~
"--
C16/20
.
Ι.... .•. '. -.. - ..
0,045
Popt
0,04
0,035
0,03
0,025
0,02
0,015
0,01
0,005
Ο
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q
Σχήμα 18. Καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού εφελκυόμενου οπλισμού Ρoptι για
Pllm=0.7SPbal και Pllm=O.SOPbal- όλες οι περιπτώσεις όπλισης (δ ι=δ2=0.10).
Από τσ δεδομένσ του Πίνσκσ 10 κσι την σπεικόνισή τους στο Σχήμσ 18, προκύπτει
ότι, όσο πιο μικρή είνσι η τιμή του σχετικού κόστους q, τόσο η βέλτιστη λύση τείνει νσ
σντιστοιχεί στον διπλό οπλισμό, ενώ όσο πιο μεγάλη τόσο τείνει νσ σντιστοιχεί στον
μόνο εφελκυόμενο, μέγιστο ή μη. Η κστσνομή των λύσεων στις τρεις περιοχές
εξσρτάτσι βέβσισ κσι σπό την σντοχή σκυροδέμστοζ, fck, η τιμή της οποίσς
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χοροκτηρίζει κοι την κάθε κομπύλη. Γιο μιο δεδομένη οντοχή σκυροδέμοτος, άτον το
q είνοι μικρά, σημοίνει ότι ο χάλυβος έχει κόστος κοντά σε ουτό του σκυροδέμοτος κοι
συνεπώς συμφέρει οικονομικά η τοποθέτηση μεγάλης ποσότητάς του. Ευνοείτοι
λοιπόν ο διπλός οπλισμός, σον την οικονομικότερη λύση. Αντίθετο, ότον το q είνοι
μεγάλο, ο χάλυβος κοοτίζει πολύ περισσότερο οπό ότι το σκυρόδεμο κοι δεν συμφέρει
οικονομικά η τοποθέτηση μεγάλου ποσοστού οπό ουτόν. Ευνοείτοι συνεπώς η λύση
του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού.
Στο Σχήμο 18 εποληθεύετοι το συμπέροσμο που βγοίνει ποροτηρώντος τη σχέση
που ορίζει το Ρορ, γιο τον διπλό οπλισμό [σχέση (450)), ότι εξορτάτοι σχεδόν
οποκλειοτικά οπό το σχετικό κόστος q. Στο Σχήμοτο 15, 16 ΚΟΙ 17 ήτον προφονές ότι
το ίδιο ποσοοτό πορουσιάζει πολύ μικρή ευοισθησίο οτην ολλογή του λόγου των
χοροκτηριοτικών τάσεων των υλικών, ιδίως ότον ουτός είνοι μεγάλος (ή ολλιώς ότον
το fck είνοι μικρό, γιο χάλυβο 5500). Λόγω της οντίστροφης ονολογίος, η ούξηση του
λόγου q προκολεί οπότομη μείωση του ποσοοτού Ρο.,. Στον μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό, η πτώση του ποσοστού Ρο., δεν είνοι τόσο οπότομη. Η ευοισθησίο του
ποσοστού Ρο." εξορτάτοι οπό την τιμή της οντοχής σκυροδέμοτος, fck. Ειδικότερο,
στον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, όσο το fck μειώνετοι, τόσο λιγότερο μετοβάλλετοι το
Ρο.,. Το φοινόμενο γίνετοι οκόμη εντονότερο, ότον το q ποίρνει μεγάλες τιμές. Την
ίδιο οκριβώς συμπεριφορά έχει κοι το βέλτιστο ποσοστό γιο τον διπλό οπλισμό. Οι
τρεις περιοχές λύσεων, που ορίζοντοι γιο κάθε κομπύλη, διοφοροποιούντοι τόσο στο
εύρος όσο κοι στο όριο, γιο διοφορετικές οντοχές fck• Οι συνδυοσμοί fck-q που ορίζουν
τις τρεις περιοχές λύσεων, μπορούν νο προσδιοριστούν γιο PI'm=0.75 PbaI, βάσει των
σχέσεων (120), (20) κοι (450) ως εξής:
1
q ,; PIIm
-;--';c- + 1.578π,1+δ,
ή
ή
1 0.244
------<-'-----
q + 1.578π, π,
1+δ,
Πι < 0.397 .,.-q-,,-=-
1+ δι
γιο τον μόνο εφελκυόμενοοπλισμό (55)
1+δ, 0.394 + 0.366κοι > PIim2q π, (1-δ,) π,
ή 1+δ, 0.394 + 0.366 0.244>
2q π, (1-δ,) π, π,
ή ", ~ 2q [0.394 _0.122)] γιο τον διπλό οπλισμό (56)l+δι (l-δ,)
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Από τις σχέσεις (55) κοι (56) μπορούν νο προσδιοριοτούνοι τρεις περιοχέςλύσεων γιο
ένο εύρος τιμών σχετικού κόστους q ΚΟΙ γιο δι =δ,=ο.1Ο (βλ. Σχήμο 20). Στο Σχήμοτο
19 ΚΟΙ 21 οπεικονίζοντοι το όριο των τριών περιοχών γιο Plim=Pbal κοι Plim=0.50Pbal.
δmλός οπλισμός
,//:>
,;'/~ '-, μ<,'. ο.,ελκυόμεν >ς
../
οπλισμόμόνο/- , ελκuόuενο
~'//
πλισμός
V Vγ
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Ο
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q
Σχήμα 19. Συνδυασμοί (q,n,) και περιοχές βέλτιστων λύσεων, για Pllm=PbιoI (61=δ2=0.10).
δmλός OΠλ,oμ~ / V
q=50-60, 1::>-~ ;:g '-, ελKUΌμεν ς.:::r16-40 Μ οπλισμόμόνο......... .. - .... - .. -_..... ,.tλ -... - ... ---_ .. .........
'// , οπλισμ ςW
~ ....._-~ Ι--....... ...... -.- -........ .. ---.--. ------. -- _........ .........,
50
π,
40
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q
Σχήμα 190. Συνδυασμοί(q,n,) και περιοχέςβέλτιστωνλύσεων, για PIlm=Pbal (δ1=δ2=0.10).
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Σχήμα 20. Συνδυασμοί (q,n,) και περιοχές βέλτιστων λύσεων, για Pllm=O.75Pbal
(δι=δ,=Ο.10).
/
V
διπλός οπλισμός1\\-
~Λ1iδα ~ μεΥlστοςq=SG-βΟ, _ \ εφελκ όμενος ~'<~=16·40 Μ )a [\/ " οπλ σμός............. . .... --------- -_ ....... ......... ·\Χ .... ...:J""". .........
V , ~V~./ J6vo<Μ. Κ...·ψα2
'" V
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Σχήμα 200. Συνδυασμοί (q,n,) και περιοχές βέλτιστων λύσεων, για Ρllm=O.75ρb;s1
(δι=δ,=Ο.10).
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Σχήμα 21. Συνδυασμοί (q,n,) και περιοχές βέλτιστων λύσεων, για PΙim=O.50Pb.ι.
(δι=δ,=Ο.10).
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Σχήμα 210. Συνδυασμοί (q,n,) και περιοχές βέλτιστων λύσεων, για Plim=O.SOpbiιl
(δ,=δ,=Ο.10).
Από τα Σχήματα 19-21 επαληθεύεται τα συμπέρασμα παυ πραέκυψε και από
πραηγαύμενα γραφήματα, ότι όσα τα PI'm μικραίνει, τόσα αι βέλτιστες λύσεις τείναυν
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να είναι στη μεριό ταυ διπλαύ απλισμαύ. Σε παρόμαια συμπέρασμα κατέληξαν και αι
B.Ceranic και C.Fryer (Springer-Verlag 2000), βόσει ταυ βρετανικαύ κανανισμαύ BS
8110. Επιπλέαν, όσα τα q μεγαλώνει, τόσα τα εύρας της περιαχής όπαυ αι βέλτιατες
λύσεις αντισταιχαύν αταν μέγιστα εφελκυόμενα απλισμό μεγαλώνει. Η διεύρυνση
αυτής της περιαχής είναι ακόμη πια έντανη, όσα τα PιIm χαμηλώνει. Δηλαδή όσα πια
μικρή είναι η τιμή ταυ PI'm, τόσα ενισχύανται αι περιαχές όπαυ αι λύσεις αντιαταιχαύν
σταν μέγιατα εφελκυόμενα και αταν διπλό απλισμό, ενώ μειώνεται η ιαχύς της
περιαχής όπαυ αι λύσεις είναι μόνα εφελκυόμεναυ απλισμαύ αλλό όχι μέγισταυ. Τα
Σχήματα 19 και 21 βασίζανται σε αντίσταιχες ανισότητες με αυτές των σχέσεων (55)
και (56), εόν σε αυτές αντικστασταθαύν αι αχέσεις παυ αντιαταιχαύν ατα πασοστό PιIm
τα απαία μελετόται.
2.4.2. Μελέτη της Συμπεριφοράς του Βέλτιστου Στατικού Ύψους
Ορθογωνικής Διατομής (dop,)
Τα βέλτιατα στστικό ύψας μιας αρθαγωνικής διαταμής, είναι τα ύψας παυ
αντιαταιχεί στη διαταμή παυ απλίζεται με βέλτιατα γεωμετρικό πασαατό εφελκυόμεναυ
απλισμαύ Ρο,•. Ο υπαλαγισμός της τιμής ταυ γίνεται από την ισαρραπία δυνόμεων,
σύμφωνα με ταν κλασσικό αχεδιασμό, όπως περιγρόφηκε ενότητες 2.1. και 2.2.
Σύμφωνα με τα πραηγαύμενα, η τιμή ταυ γεωμετρικαύ πασaaταύ απλισμαύ είναι αυτή
παυ καθαρίζει ταν τρόπα όπλισης παυ απαιτείται να έχει η διαταμή για να αντιαταιχεί
στα ελόχιατα κόστας. Συνεπώς με γνωστό ταν τρόπα όπλισης, υπαλαγίζεται τα ατατικό
ύψας, από την αντίαταιχη σχέση ισαρραπίας.
2.4.2.1. Βέλτιστο Στστικό Ύψος για την Περίπτωση Όπλισης με Μόνο
Εφελκυόμενο Οπλισμό
Τα βέλτιατα ατατικό ύψας για την περίπτωση όπλισης διαταμών με μόνα
εφελκυόμενα απλισμό, παραπέμπει σε ένα συνδυασμό ανταχής σκυραδέματας, f'k και
αχετικαύ κόσταυς χόλυβα και σκυραδέματας, q, τέταιαν ώστε τα βέλτιστα γεωμετρικό
πασαστό εφελκυόμεναυ απλισμαύ Ρο,., να αντιαταιχεί σε μόνα εφελκυόμενα απλισμό.
Στη συνέχεια, με γνωστή την τιμή Ρο", από ισαρραπία δυνόμεων και ραπών σε επίπεδο
διαταμής, προκύπτει η τιμή ταυ ατατικαύ ύψαυς παυ αντισταιχεί ατα βέλτιστα
γεωμετρικό πασαατό απλισμαύ ή αλλιώς η τιμή ταυ βέλτισταυ στατικαύ ύψαυι;, do, ••
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Σχήμα 22. Καμπύλες βέλτισroυ στατικού ύψους διατομής dopt Υ,α q=SO, b=O.4 m και
Plim=O.7SPtwt,- μόνο εφελκυόμενος οπλισμός (δι=0.10).
Το Σχήμο 22 οντιστοlχεί σε κομπύλες βέληστου στοτικού ύψους doρt, γιο την
περίπτωση όπου q;50, b;0.4 m KOI P"m;0.75Pb". Οι κομπύλες δίνουν τη
συμπεριφορό του βέλτιστου στοτικού ύψους με την ούξηση της ροπής κόμψης Md. Η
κόθε μιο οπό ουτές οντιστοlχεί σε μιο τιμή θλιπτικής οντοχής σκυροδέμστα;, ενώ οι
τιμές των οντοχών είνοl τέτοιες ώστε σε συνδυοσμό με την τιμή q;50 ΤΟ βέλτιοτο
γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού νο οντιστοlχεί στο μόνο εφελκυόμενο οπλισμό
[Poρ,<Pllm με βόση τη σχέση (120)]. Σον όνω όριο του στοτικού ύψους θεωρείτοι η
τιμή d;0.5b;0.5*0.4;0.8 m, σύμφωνο με την εμπειρική σχέση h/b;I/2 (οντί γιο h,
χρησιμοποιήθηκε d). Ο περιορισμός ουτός δεν είνοl υποχρεωτικός κοι δεν εφορμόζετοl
σε κόθε σχεδιοσμό. Υπόρχεl περίπτωση, το μέγιστο ύψος της διοτομής νο περιορίζετοl
οκόμη περισσότερο λόγω όλλων πορογόντων, όπως το μέγιστο επιτρεπόμενο βέλος
κόμψης. Ποροτηρώντος τις κομπύλες προκύπτει το συμπέροσμο ότι γιο μικρές τιμές
τις ροπής κόμψης, το βέλτιστο στστικό ύψος πορουσιόζει μετοβολλόμενο ρυθμό
ούξησης, ενώ ότον οι τιμές είνοι μεγολύτερες ο ρυθμός ούξησης τείνει νο είνοι
οτοθερός. Στο Σχήμο 22 σημειώνοντοι επίσης οι μέγιστες κομπτικές ροπέι;, που μπορεί
νο φέρει μιο διστομή μέγιστων διοστόσεων (0.4 m χ 0.8 m), ότον οπλίζετοι με τον
μέγιστο επιτρεπόμενο οπλισμό PΙ'm [σχέση (26)]. Η σχέση είνοι ονόλογη της οντοχής
σκυροδέμστοι;, γι'ουτό ΚΟΙ κόθε κομπύλη dop, έχει κοι ένο όριο Mm". Γιο ποράδειγμο,
γιο την περίπτωση της Ελλάδοι;, όπου q=50, εόν το πλότος της διοτομής είνοι ίσο με
b=O.4 m κοι η εξωτερική ροπή που κολείτοι η υπό σχεδιοσμό διοτομή νο φέρει είνοι
ίση με Md=400 kNm, τότε γιο σχεδιοσμό με C20/25 το βέλτιστο στοτικό ύψος είνοι
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0.54m, με C30/35 είνοl 0.46 m, ενώ με C50/55 είνοl 0.40 m. Αντίστοιχο
γράφημο του Σχήμστος 22 μπορεί νο φτιοχτεί γιο διοφορετlκό q, b ολλά KOI Plim.
2.4.2.2. Βέλτιστο Στατικό Ύψος για την Περίπτωση Όπλισης με Διπλό Οπλισμό
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Σχήμα 23. Καμπύλες βέλτισroυ στατικού ύψους διατομής doρt για q=50, b=O.4 m ΚΟΙ
Pllm=O.75PoaI· όλες οι περιπτώσεις όπλισης (δι=δ2=Ο.10).
Το Σχήμο 23 αντιστοιχεί στις κομπύλες βέλτιστου στστlκού ύψους doρι, γιο την
περίπτωση άπου q=50, b=O.4 m, κοι PI'm=0.75Pb". Οι κομπύλες γιο οντοχές οπό
C20/25 έως C50/55, είνοl οι ίδιες με ουτές του Σχήμοτος 22 κοι αντιστοιχούν σε μόνο
εφελκυάμενο οπλισμό, ενώ η κομπύλη γιο C16/20 οντιστοιχεί σε διπλό οπλισμά. Αυτά
σημοίνεl άτι η οντοχή C16/20 σε συνδυοσμά με το οχετlκά κάστος q=50, δίνει σαν
βέλτιστη λύση τον διπλά οπλισμά. Έπεrτα, οπό την lσορροπίο δυνάμεων κοι ροπών σε
επίπεδο διοτομής που οπλίζεται με διπλό οπλισμό, προκύπτει η τιμή του στατικού
ύψους που οντιοτοιχεί οτο βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού ή αλλιώς το
βέλτιστο στοτικά ύψος, doρ,. Στο Σχήμο 23, άπως κοι οτο προηγούμενο γράφημο,
οπεlκονίζετοl η συμπεριφορά του βέλτιστου στατικού ύψους στη μετοβολή της ροπής
κάμψης. Η συμπεριφορά των κομπυλών τάσο για τον μάνο εφελκυόμενο άσο KOI γιο
τον θλιβόμενο οπλισμά είνοl ίδιο. Οι κομπύλες τοποθετήθηκον σε ένα γράφημα, έτσι
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ώστε να μπορεί να γίνει σύγκριση μεταξύ των δύο περιπτώσεων βέλτιστων λύσεων,
δηλαδή μεταξύ μόνα εφελκυόμενου απλισμού και διπλού.
2.4.2.3. Βέλτιστα Στατικό Ύψας για Όλες τις ΠεριπτώσειςΌπλισης Διαταμών
Τα Σχήμα 23, της παραγράφου 2.4.2.2. περιλαμβάνει τις βέλτιστες λύσεις στατικών
υψών για όλες τις περιπτώσεις όπλισης, μιας και η κάθε καμπύλη από αυτές παυ
απεlκονίζανταl στα γράφημα, αντισταιχεί σε έναν τρόπο όπλισης. Αυτό οφείλεται στο
γεγονός ότι το αχετικό κόστος του χάλυβα και του σκυραδέματος, q, είναι σταθερό και
ίσο με 50 και η κάθε καμπύλη αφαρά μια σταθερή αντοχή σκυροδέματος. Συνεπώς
βάσει των οχέσεων (12α) και (45β), σε κάθε καμπύλη αντισταιχεί μια σταθερή τιμή
βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού, η οποία μπαρεί να δίνει σαν όπλιση τον
μόνα εφελκυόμενο οπλισμό, ταν μέγιστα εφελκυόμενο οπλισμό ή τον διπλό οπλισμό.
Στο Σχήμα 24 που ακολουθεί, απεικονίζονται αl καμπύλες βέλτιοτων στατικών υψών,
για επιλεγμένες αντοχές σκυροδέματος, συναρτήσει του λόγου των κοστών χάλυβα
και σκυραδέματος, q. Στα γράφημα αυτό, σε κάθε καμπύλη η τιμή της θλιπτικής
αντοχής διατηρείται σταθερή ενώ το σχετικό κόστος q μεταβάλλεται. Άρα, σε κάθε
καμπύλη το βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό απλισμού δεν διατηρείται αταθερό, αλλά
μεταβάλλεται, περιλαμβάνοντας τις τρεις περlαχές λύσεων που προαναφέρθηκαν.
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Σχήμα 24. Καμπύλες βέλτιστου στατικού ύψους διατομής dopt για Md=400 kNm, b=O.4 m
κοι PIlm=O.7SPbal· όλες οι περιπτώσεις όπλισης (δι=δ2=Ο.10).
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Το Σχήμα 24 αντιστοιχεί στις καμπύλες βέλτιοτου στατικού ύψους διατομής doot
συναρτήσει του λόγου των κοστών q, όταν η ροπή κόμψης είναι ίση με Md=400 kNm
και 200 kNm, η διστομή έχει πλότος b=0.4 m και το όνω όριο του μόνο εφελκυόμενου
οπλισμού είναι PI'm=0.75PbaI. Οι τρεις περιοχές όπλισης είναι εμφανείς, όπως ακριβώς
και στο Σχήμα 18. Ακριβέοτερο, το Σχήμα 24 περιλαμβόνει τα στατικό ύψη που
αντιοτοιχούν στα βέλτιστα γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού του Σχήματος 18. Έτσι,
στην περιοχή όπου οι τιμές του σχετικού κόοτους q είναι μικρές και οι βέλτιστες λύσεις
αντιστοιχούν στο διπλό οπλισμό, το βέλτιστο ποσοστό παρουσιόζει απότομη πτώση με
την αύξηση του q ενώ αντίοτοιχα το βέλτιστο στατικό ύψος παρουσιόζει απότομη
όνοδο. Ταυτόχρονα, στο κομμάτι όπου οι καμπύλες βέλτιστου γεωμετρικού οπλισμού
είναι σταθερές (μέγιστος εφελκυόμενος οπλισμός), οι καμπύλες βέλτιστου στατικού
ύψους είναι επίσης σταθερές, ενώ εκεί που πέφτουν με μικρότερο ρυθμό (μόνο
εφελκυόμενος οπλισμός), το στατικό ύψος αυξόνεται με μικρότερο ρυθμό.
Τα Σχήματα 25, 26 και 27 συγκεντρώνουν τις βέλτιστες λύσεις A,;,opt-dopt,
συναρτήσει της εξωτερικής ροπής κόμψης Md, για τρεις εφαρμογές σχεδιασμού, όπου
τα δεδομένα τους είναι ίδια και το μόνο που αλλόζει είναι η αντοχή του σκυροδέματος.
Ο σχεδιασμός αφορό την περίπτωση πλαστιμότητας, PHm=0.75PbaI' Στο κόθε
διόγραμμα, διστηρείται σταθερό τόσο το q όσο και το fck• Συνεπώς στο κόθε
διόγραμμα αντιστοιχεί μια τιμή Ρορι, η οποία εν συγκρίσει με το όνω όριο PHm, ορίζει
τον βέλτιστο τρόπο όπλισης της διστομής. Στα γραφήμστα σημειώνεται το όνω όριο
του στατικού ύψους d,pρe" σύμφωνα με την εμπειρικό όνω επιτρεπόμενη αναλογία
των διαστόσεων b/d=1/2, καθώς και το όνω όριο της φέρουσας ροπής, Μma><,της
διατομής που οπλίζεται με μόνο εφελκυόμενοοπλισμό σε ποσοστό PHm και διαθέτει τις
μέγιστες επιτρεπόμενες διαστόσεις.
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Σχήμα 25. Βέλτιστος συνδυασμόςλύσεων (dopι:, As.oρι) γιο b=O.4 m, q=50, fdo;=50 MPa κοι
PWm=O.75pb;ι! -μόνο εφελKuόμενoς οπλισμός (δι =Ο.10).
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Στο πορόδειγμο του οποίου οι λύσεις οπεlκονίζοντοl στο Σχήμο 25, η βέλτιοτη
λύση Ρορ, είνοl ίση με 0.0163, ενώ το όνω όριο γιο τον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό
είνοl ίσο με 075ρΟοl ή 0.0244. Συνεπώς, ο βέλτιστος οπλισμός είνοl ο μόνο
εφελκυόμενος, ενώ όλο το γρόφημο δίνει λύσεις που οντιστοιχούν σ'όυτή την τιμή
οπλισμού. Σύμφωνο με τον ΕΚΩΣ 2000, ο οποίος θέτει ως όνω όριο του μέγlοτου
επιτρεπόμενου οπλισμού την τιμή Pma><=0.0161, η τιμή του Ρορ, δεν μπορεί νο
εφαρμοσθεί κοι η επόμενη εφlκτιή τιμή είνοl το ίδιο το Pm". Ο Ευρωκώδlκος 2, είνοl
πολύ πιο ονεκτικός στο μέγlοτο επιτρεπόμενο ποσοοτό οπλισμού το οποίο θέτει,
Pma,=0.044. Επlλέγοντος το όριο που θέτει ο τελευτοίος σον το lοχύον, η βέλτιστη
λύση που προκύπτει οπό το δεδομένο σχεδιοσμού είνοl οποδεκτή. Από το Σχήμο 25,
γιο την περίπτωση σχεδιοσμού με q=50 (Ελλόδο), γιο δεδομένο πλάτος διοτομής
b=0.4 m κοι δεδομένη ποιότητο σκυροδέμοτος C50/55, τότε γιο διόφορες τιμές της
εξωτερικής ροπής κόμψης, ποίρνουμε τον βέλτιστο συνδυοσμό οτοτικού ύψους
διοτομής ΚΟΙ εμβοδού εφελκυόμενου χόλυβο. Στο Σχήμο 26, η οντοχή του
σκυροδέμοτος είνοl η μισή σε οχέση με ουτή του Σχήμοτος 25 (C25/30), με
οποτέλεσμο η βέλτιστη λύση νο οντιστοιχεί στον μέγιστο εφελκυόμενο οπλισμό,
PoP'=PIIm=0.0122. Η μέγlοτη ροπή που μπορεί νο φέρει μιο διοτομή με ουτό τον
οπλισμό, μειώθηκε ονολογlκό με το σκυρόδεμο. Τέλος, στο Σχήμο 27 η οντοχή του
σκυροδέμοτος μειώνετοl οκόμη περισσότερο (CΙ6/20), με οποτέλεσμο η βέλτιστη
λύση γιο το ίδιο q (=50), νο οντιστοιχεί στον διπλό οπλισμό.
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Σχήμα 26. βέλπaτoς συνδυασμός λύσεων <ιIoptι A"opt) για b=O.4 m, q=SO, fck=25 MPa κοl
PIim=O.7SPbal -μέγιστος εφελκυόμενος οπλισμός (δ1=Ο.10).
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Σχήμα 27. Βέλτιστος συνδυασμόςλύσεων <cIopιι As.oPt) για b=O.4 m, q=50, (cιι=16 MPa και
PIlm=O.75PιιaI ·διπλός οπλισμός (δι =δ;ι.=Ο.10).
Στα διαγράμματα 25, 26 και 27, επαληθεύεται τα συμπέρασμα που προέκυψε
προηγουμένως, απά την παρατήρηση της συμπεριφοράς του βέλτιατου γεωμετρικού
ποσοατού εφελκυόμενου οπλισμού όταν μεταβάλλεται η χαρακτηριστική αντοχή
σκυραδέματος. Ειδικότερα, εάν συγκριθούν τα Σχήματα 25 και 26, τα οποία
αντιατοιχούν σε μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, παρατηρείται ότι η μείωση της αντοχής
του σκυροδέματος (ή η αύξηση του λόγου π,) πρακάλεσε μείωση του βέλτιατου
ποσοατού οπλισμού Ρορ,. Αυτό πρακύπτει από το γεγονός ότι για το ίδιο στατικό ύψος
d και το ίδιο πλάτος b, απαιτείται λιγότερο εμβαδό οπλισμού για μικρότερη αντοχή
σκυροδέματος. Στην περίπτωση όπου το Poρt δεν παραμένει σταθερό, είναι δύσκολο να
κατασκευαατούν παρόμοια διαγράμματα, αφού κάποιες τιμές του Ρορ, αντιατοιχούν σε
εφελκυόμενο οπλισμό και κάποιες άλλες σε διπλό. Ωστόσο, απομονώνοντας τις λύσεις
του διπλού οπλισμού για κάποιο εύρος των παραμέτρων που το ορίζουν, μπορούν να
κατασκευαατούν διαγράμματα από τα οποία να πρακύπτουν τα βέλτιατα ποσοατά
τόσο του εφελκυόμενου και του θλιβόμενου οπλισμού όσο και του βέλτιστου στατικού
ύψους. Ακριβώς αυτό επιτυγχάνεται ατα Σχήματα 28 και 29 που ακολουθούν, στα
οποία μελετούνται οι περιπτώσεις των αντοχών σκυροδέματος C16/20 και 00/37, για
κάποιες τιμές q που ατην κάθε περίπτωση έχουν εύρος από q=20 έως το q που
αντιστοιχεί στο Plim (από PIIm και πάνω αντιστοιχεί διπλός οπλισμός). Η γραμμική σχέση
τόσο μεταξύ του Md/bdop,2 και του Ρορ" όσο και μεταξύ του Ρορ, και ρ' απεικονίζονται
στα διαγράμματα με την ίδια ευθεία, γεγονός που επιτυγχάνεται με την κατάλληλη
προσαρμογή της κλίμακας του άξονα ρ',
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Σχήμα 28. Καμπύλη βέλτιστων λύσεων Po",-M.Ibd' από p"",=Pllm=O.0078 (q=54.43) έως
Ρ"".=Ο.Ο252 (q=20), f",=16 MPa και Ρlιm=Ο.75ρ",·δlπλός απλισμός (δ,=δ,=Ο.10).
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Σχήμα 29. Καμπύλη βέλτιστων λύσεων Popt·Md/bd2 από Popt=PIlm=O.0146 (q=29.03) έως
Ρ.",=Ο.Ο232(q=20), f",=30 MPa και Ρlιm=Ο.75ρ",-διπλός απλισμός (δ.=δ,=Ο.10).
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Οι σχέσεις αυτές πραέρχανται από την ισαρραπία της δισταμής αταν κλασσικό
σχεδιασμό, όμως διαφαραπαιαύνται από αυτόν σε ένα σημεία. Κατό ταν κλασσικό
σχεδιασμό όπαυ τα πασαστό Ρ είναι ανεξόρτητα ταυ κόσταυς των υλικών, μπαρεί να
επιλεγεί μια τιμή για αυτό και μέσω των παραπόνω γροφημότων να υπαλαγιστεί τόσα
τα Md/bd' όσα και τα ρ'. Επίσης μπαρεί να ακαλαυθηθεί και η αντίστραφη διαδικασία,
δηλαδή να επιλεγεί μια τιμή ταυ Md/bd' ή αλλιώς για μια ραπή Μ• ένας συνδυασμός
διαστόσεων b και d και με τη βοήθεια των γραφημότων να προκύψει μια τιμή ρ. Με
τη διαδικασία βελτιστοπαίησης όμως, δεν ,οχύαυν και οι δυο διαδικασίες. Το
Ρoρt είναι μια τιμή που υπολογίζεται εξαρχής, με την επιλογή των υλικών και με το
αντίστοιχο κόστος τους. Είναι δηλαδή μια τιμή η οποία προσδιορίζεται χωρίς τα
παραπόνω διαγρόμμστα και ασχέτως με αυτό. Μετά τον προσδιορισμό της τιμής αυτής
από τα δεδομένα σχεδιασμού, υπολογίζεται από το γράφημα και η τιμή M/bdo/ που
της αντιστοιχε;' Η αντίστροφη πορεία δεν μπορεί να ισχύει, καθώς το ΡΟΡ' είναι
μοναδικό για δεδομένα υλικά. Άρο για την περίπτωση σχεδιασμού στην Ελλάδα, όπου
μια αντιπροσωπευτική τιμή του q είναι το 50, για σχεδιασμό μιας διατομής με
σκυρόδεμα C16/20 και PI'm=0.75Pb", προκύπτει ότι η βέλτιστη λύση αντιστοιχεί στον
διπλό οπλισμό, με ποσοστό Ρoρt=0.0087. Από το Σχήμα 28, η τιμή αυτή αντιστοιχεί σε
Md/bdoρt'=3194.5. Με δεδομένη την τιμή αυτιή, μπορούν να προκύψουν άπειροι
συνδυασμοί b-doρt για δεδομένη ροπή κάμψης Md ή άπειροι συνδυασμοί Md-dopt για
δεδομένο πλάτος διατομής b. Η αντίθετη πορεία δεν μπορεί να ακολουθηθεί.
Δηλαδή δεν είναι δυνστόν με γνωστές τις διαστάσεις της διατομής και τη ροπή κάμψης
που της ασκείται, να οπλιστεί με το ελάχιστο δυνατό κόστος, ακριβώς επειδή, το
βέλτιστο ποσοστό οπλισμού είναι αυτό που καθορίζει τον βέλτιστο τρόπο όπλισης. Η
τιμή του δεν είναι αυθαίρετη αλλά καθορίζεται από την αντοχή του σκυροδέματος και
το σχετικό κόστος q. Συνεπώς αν ακολουθηθεί η αντίστροφη πορεία, για να προκύψει
το Ρ που υπολογίστηκε θα πρέπει να αλλάξει η τιμή του q, πράγμα που είναι
αδύνατον.
2.4.3. Μελέτη της Συμπεριφοράς των Βέλτιστων Μεγεθών που
Προέρχονται από το ΡΟΡ' και το dopt (μορt, ωοΡt)
Ένα ακόμη βοηθητικό μέγεθος που χρησιμεύει στη διαδικασία βελτιστοποίησης του
σχεδιασμού μιας διατομής, είναι η ανηγμένη ροπή κάμψης μορ, [βλ. σχέσεις (16) και
(54)]. Από τη διαδικασία του κλασσικού σχεδιασμού, οι τιμές που παίρνει το μ
καθορίζουν και τον τρόπο όπλισης της διατομής. Η βέλτιστη ανηγμένη ροπή μορt,
συνδέει m βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού, τη ροπή κάμψης Md και το
βέλτιστο στατικό ύψος μιας διατομής πλάτους b. Στα Σχήματα 30 και 31, απεικονίζεται
η συμπεριφορό του μορ, στην αύξηση της αντοχής του σκυροδέματος και του σχετικού
κόστους, αντίστοιχα.
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Σχήμα 30. Καμπύλεςβέλτιστηςανηγμένηςροπής μοριι για Pllm=O.75Pboιl-όλες ΟΙ περιπτώσεις
όπλlση~(δ,=δ,=Ο.10).
Από τον κλοσσικό σχεδιοσμό, είνοι γνωστο οτι η τιμή του μορι είνοι πολύ
βοηθητική, κοθώς υποδεικνύει τον τρόπο όπλισης της διοτομής ενώ τουτόχρονο είνοι
ονεξόρτητη της οντοχής σκυροδέμοτος. Το Σχήμο 30, επιβεβοιώνει ότι στο
βελτιοτοποιημένο κοτό Lagrange μεγέθη, δεν ισχύει κάτι τέτοιο, δηλοδή η μεταβολή
της αντοχής του σκυροδέματος, feιv σημαίνει και την μεταβολή της
βέλτιστης ανηγμένης ροπής κόμψηι;, μ.ρ" Ειδικότερο, η ούξηση της οντοχής
σημαίνει την μείωση της βέλτιατης ανηγμένης ροπής, γραμμικά για την περίπτωση του
διπλού οπλισμού ΚΟΙ μη γραμμικά γιο την περίπτωση του μόνο εφελκυόμενου [σχέσεις
(16) ΚΟΙ (54)]. Όταν η αντοχή του σκυροδέματος παραμένει αταθερή, αλλά
μεταβάλλεται το σχετικό κόστος του χάλυβα κοι του σκυΡΟδέματος, η βέλτιστη
ανηγμένη ροπή επίσης δεν διατηρείται αταθερή. Η αύξηση του q, προκαλεί μείωση του
μορι με μη γρομμικό τρόπο, τόσο ατην περίπτωση του μόνο εφελκυόμενου όσο και
ατην περίπτωση του διπλού (βλ Σχήμα 31). Ο λόγος που το μορι εξαρτάται από την
αντοχή του σκυροδέματος και τον σχετικό λόγο των κοστών των υλικών είνοι ότι και
το Ρορι εξαρτάται από τους παράγοντες αυτούς [αχέσεις (12α) και (45β)]. Ο ρυθμός με
τον οποίο το μορι μειώνεται με την αύξηση του q είναι πολύ μεγαλύτερος ατην
περίπτωση όπλισης με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, δηλοδή παρουσιάζει μεγαλύτερη
ευαισθησία.
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Σχήμα 31. ΚαμπύλεςβέλτιστηςανηΥμένηςροπής μοριι για Pllm=O.75PbaI -όλες ΟΙ περιπτώσεις
όπλιση~ (δι =δ,=Ο.10).
Όπως αναφέρθηκε κατά την διατύπωση των αχέσεων (16) και (54), τα γινάμενα
pfyJfαJ ή αλλιώς 1,3044ρπ, αρίζει τα μηχανικά πασαστά απλισμαύ της διαταμής. ω. Η
φυσική σημασία ταυ πασασταύ ω είναι τα πασαατά σκυραδέματας παυ πρέπει να
ταπαθετηθεί στη διαταμή αντί ταυ χάλυβα απλισμαύ ρ, έτσι ώστε το οποτέλεσμα να
είναι η ίδια αντοχή. Τα ω δηλαδή είναι η ισοδυναμία σε ανταχή των δυα υλικών. Κατά
τον κλασικά σχεδιασμά μιας διαταμής βάσει των εξισώσεων ισορροπίας. τα μηχανικά
πασαστά οπλισμού ω απατελεί πολύ χρήσιμο μέγεθος. καθώς καθορίζει ταν τράπο
άπλισης της διατομής, άπως και τα Ρ και ταυτάχρανα είναι ανεξάρτητο της ανταχής
σκυροδέματος. Χρησιμαποιώντας το ω για τα αποτελέσματα της διαδικασίας
βελτισταποίησης. πρακύπτει το ω.ρ" το απαίο αρίζεται βάσει του Ρορ,. Ορίζοντας τη
σχέση ταυ ωοΡ" πρακύπτει άτι σε αντίθεση με το ω, αυτά εξαρτάται απά την αντοχή
του σκυροδέματος. Αυτά αφείλεται στη σχέση παυ ορίζει το Ρορ, [σχέση (12α) και
(45β»), η αποία δεν είναι γραμμική με την αντοχή ταυ σκυραδέματας. με αποτέλεσμα
άταν παλλαπλασιάζεται με τον άρα fyJfcd, η ανταχή ταυ σκυραδέματος να μην
απαλείφεται. Στα Σχήματα 32 και 33, απεικανίζεται η συμπεριφαρά ταυ ωορ,
συναρτήσει του λάγαυ των τάσεων π, και ταυ σχετικού κάσταυς q αντίσταιχα.
73Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 04:49:57 EET - 137.108.70.7
50 40 35 30
fCk(MPa)
25
γιο 5500
20 16
0.5
ωορt
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
Ο
• •
• / •
,
Q-207 •,
• / γιο WOPΙ>WI, ~, IQ 50• διπλόςοπλ
, ~ .......- •
-
ωf/m-Ο.7Sωll8l_
, ~~ ... JQ ωoρcsωll,",V •, ελκυόιιενοςο ,,"Ι
Q=50 V- ••
Q 60
-
•
•Q-l00
•
-
•
• •
,
•
• •
, •
ποσοστού οπλισμού ωoptι για
8 12 16 20
ΠΙ
Σχήμα 32. Καμπύλες βέλτιστου ανηΥμένοu μηχανικού
Ρllm=Ο.7SPbcιl-όλεc;ΟΙ περιπτώσειςόπλισης (δι=δ2=Ο.10).
24 28 32
Από το Σχήμο 32 προκύπτει ότι το ωορι δεν είναι ανεξάρτητο της αντοχής του
σκυροδέματος (γιο χάλυβο 5500). Η συμπεριφορά του είνοι σχεδόν ίδιο με της
βέλτιοτης ονηγμένης ροπής κάμψης, μορι. Το ίδιο συμβοίνει κοι με τη συμπεριφορά
του Woρι συνορτήσει του οχετικού κόοτους q (βλ. Σχήμο 33). Από το ποροπάνω
διογράμμοτο προκύπτουν ουτόμοτο οι βέλτιοτες τιμές τόσο του μορι όσο ΚΟΙ του ωορι.
Στην περίπτωση όπου οτο σχεδιοσμό της διοτομής οπό το Ρορι, υπολογιστεί το ωορι,
δύνοτοι οπό την τιμή ουτή νο προκύψει η τιμή του μορι. Το πλεονέκτημο που έχει
ουτή η πορείο σχεδιοσμού, οτην κλοσσική μεθοδολογίο, είνοι ότι το ωορι κοι ΤΟ μορι
είνοι ονεξάρτητο της οντοχής σκυροδέμοτος. Συνεπώς η οπεικόνιση της σχέσης τους
[σχέσεις (16) ΚΟΙ (54)], διοθέτει το πλεονέκτημο της μιος ΚΟΙ μονοδικής κομπύλης, γιο
όλες τις διοφορετικές τιμές fck • Ωστόσο, οπό το διογράμμοτο 30 κοι 32, προέκυψε ότι
τόσο η βέλτιοτη ονηγμένη ροπή κάμψης μορι, όσο κοι το βέλτιοτο μηχονικό ποσοοτό
οπλισμού, ωορι, δεν είνοι ονεξάρτητο οπό την οντοχή του σκυροδέμοτος, fck • Το
γεγονός όμως ότι κοι το δυο μεγέθη δεν είνοι ονεξάρτητο οπό το fck, οδηγεί σε ένο
μονοδικό γράφημο που μπορεί νο οντιπροσωπεύει όλες τις βέλτιστες τιμές ωοοι, οι
οποίες θο δίνουν τις οντίστοιχες μορι (βλ. Σχήμοτο 34, 35, 36).
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Σχήμα 33. Καμπύλες βέλτιστου ανηΥμένου μηχανικού ποσοστού οπλισμού ωορυ για
Ρllm=Ο.7SΡbal·όλεςΟΙ περιmώσειςόπλισης(δι=δ2=Ο.10).
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Σχήμα 34. Καμπύλες βέλτιστου συνδυασμού ωορt-μορtf για εύρος q από 50 έως 100, fck=SO
MPa και Pllm=O.7SplNιl (δι=δ2=Ο.10).
μορι
0,35
75Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
09/12/2017 04:49:57 EET - 137.108.70.7
0,40,350,30,20,15
μεΥ,ση ς διπλόςεφελκυόμ ·νος Οπλισμ.-5............οπλιαμ.ς
·, [~v
•••••••• μ'lm Υ,υ μΙΙm""U·7:iμ",,1 .. _--.-.- .. -.-. ---.--------- .... _--.---.-
\5. - -ι.--- .,~ ,
· ~-' μόνο ·,~ εφελκιι( μενος ,
·~I q 100 ---οπΑ -, ·Ι ,Ι , 1
-+
ι ι ~...
Ι ,
'",
"-- Ι
·
.
r ι
·Ο
0,1
0,4
0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
μορι
0,35
0,25
ωοpt
Σχήμα 35. Καμπύλες βέλτιστου συνδυασμού ωoρt-μoρtι γιο εύρoc; q από 50 έως 100, 'dς=30
MPa και PΙlm=O.75PbaI (δl,=δ1=Ο.10).
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Σχήμα 36. Καμπύλες βέλτιστου συνδυασμού ωoρt-μoptι για εύρος q οπό 50 έως 100, fdc=16
MPa ΚΟΙ P"m=O.75ρblιl (δι=δΖ=Ο.10).
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Στα Σχήματα 34-36 απεικονίζεται η αχέση παυ έχαυν τα μαρι και τα ωoρt, για την
περίπτωση aχεδιασμOύ όπαυ PI'm=0.75p",t, για εύρας τιμών aχετΙKOύ κόστους q από
50 έως 100. Η καμπύλη που περιγρόφει τη aχέση των δυα μεγεθών είναι μια και
μοναδική. Ωστόσα δεν παύαυν να μην είναι ανεξόρτητα από την ανταχή σκυροδέματας
fck• Αυτός είναι και α λόγος που το ίδια γρόφημα παρατίθεται για κόθε αντοχή
σκυροδέματος ξεχωριστό. Αυτό που μεταβόλλεται, όταν η τιμή της ανταχής fck
αλλόζει, είναι το εύρος και τα όρια των τιμών Woρt, τα οπαία αντισταιχαύν για q από 50
έως 100. Άρα επαληθεύεται τα γεγανός ότι η aχέση των δυα μεγεθών είναι μια και
μοναδική, ανεξάρτητα της ανταχής σκυραδέματας. Μια αλλαγή ατην τιμή της απλά
αλλάζει τη θέση των λύσεων πάνω στα ίδια διάγρομμα. Για παράδειγμα, αν η υπό
αχεδιασμό δισταμή αχεδιάζεται σε περιαχή όπαυ τα aχεΤΙKό κόστας q είναι ίαο με SO
(Ελλάδα) και επιβάλλεται για περιβαλλαντικούς λόγαυς η χρήση σκυραδέματας
παιότητας C30/37, τότε η βέλτιστη λύση, για την περίπτωση όπαυ τα άνω όρια ταυ
μόνα εφελκυόμεναυ απλισμαύ είναι Pllm=0.7SPbaI, είναι στη μεριά ταυ μόνο
εφελκυόμεναυ απλισμαύ και αρίζεται από τα γεωμετρικό πασαστό Popt=0.0139
«Plim=0.OΙ464). Το αντίσταιχα βέλτιατο μηχανικό ποσοστό απλισμαύ είναι ίσο με
Wopt=Poptfyd/f",=0.302. Από το Σχήμα 35 προκύπτει για q=50, η τιμή Της βέλτιαΤης
ανηγμένης ροπής κάμψης, μοpt=0.248. Από το ορισμό της ανηγμένης ροπής κάμψης
και με δεδαμένη την τιμή της ραπής παυ απαιτείται από τη δισταμή να φέρει, Md=400
kNm, προκύπτουν άπειροι συνδυασμοί διαστάσεων b,d που να ονταποκρίνοντοl στην
ισαρροπία και να αντιστοιχαύν όλοι στα ελόχιστα κόστος. Αυτό είναι πρoφaνές,
μιας και η λύση του ελαχίσταυ κόσταυς καθορίζεται απακλειστικά από το γεωμετρικό
ποσαστό απλισμού. Συνεπώς:
Μ,
μορι = bd 'f
ορΙ td
η. 0248- 400
. - , 30000
bdoot 1.5
Άρα
bdopt' = 0.0806
Πίνακας11. Βέληστο.συνδυασμοίδιαστάσεωνδιατομής, Υια fdl=30 MPa, q=50 ΚΟΙ Md=400
kNm (δ,=0.10).
b (m) doot (m) h t(m)
03 052 057
035 048 053
04 045 049
0,45 0,42 047
05 0,40 044
055 038 042
06 037 040
Όλαι αι συνδυασμαίταυ πίνακα 11, αντιαταιχαύν ατα ελάχιατο κόστας της διαταμής.
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Από τα Σχήματα 34, 35 και 36, που αφορούν διαφορετικές τιμές της αντοχής
σκυροδέματος, φοίνεται ξανά ότι όσα πια μεγάλη η ανταχή f,,,, τόσα αι βέλτιστες
λύσεις παυ αντισταιχαύν σε διάφορες τιμές q τείνουν να είναι στη μεριά του μόνα
εφελκυόμεναυ απλισμαύ. Η σχέση Woρι-μορι για ταν μόνα εφελκυόμενα απλισμό είναι
μη γραμμική [σχέση (16)], ενώ για ταν διπλό είναι γραμμική [σχέση (54)]. Η κλίση της
ευθείας του διπλού οπλισμού, που ισχύει οπό μlίm - ωlίm και πάνω, είναι σταθερή ενώ η
κλίση της μη γραμμικής σχέσης ταυ μόνο εφελκυόμεναυ οπλισμαύ, ακριβώς ατο
σημείο PI'm καθαρίζεται από την τιμή ταυ PΙ,m. Πια συγκεκριμένα:
η κλίση της καμπύλης του μόνα εφελκυόμενου οπλισμαύ είναι:
dμσρt. 06 ')' 1 1 2=\ωορι - , ωορι = - . ωοριdOO opL
η κλίση της ευθείας ταυ διπλαύ οπλισμού είναι:
(ω σΡι - ωσΡιδ, +0.318δ, -0.061)'= 1-δ,
Άρα, ατα σημεία όπαυ ωορt=ω"m και μορt=μΙΙm, η κλίση της ευθείας (διπλός οπλισμός)
είναι πάντα αταθερή, ενώ της καμπύλης (μόνα εφελκυόμεναςαπλισμός) εξαρτάται από
την τιμή ταυ WIIm.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΤΟ ΕΛΑΧΙΣΤΟΚΟΣΤΟΣΟΠΩΣ ΠPOΚVΠTEIΑΠΟ
ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ LAGRANGE
3.1. Η Μέθοδος Lagrange σε Σύγκριση με τον Κλασσικό
Σχεδιασμό
Αφού πρασεγγίστηκαν αι βέλτιστες λύσεις τόσο για ταν εφελκυόμενο όσα και για
τον θλιβόμενο, προκύπτει τα συμπέρασμα, βάσει των σχέσεων (4) και (29), ότι τα
ελάχιστα κόστας ορίζεται ως εξής:
Ctot. m" = C, b [ dopt (1 +δ, )+q Ρσρι doptJ ' για P<P"m, μόνα εφελκυόμενος απλισμός
και
:.
διπλός απλισμός
για πλάτας της διαταμής b δεδομένα.
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Στον Πίνοκα 12 συγκρίνονται οι λύσεις του κλασσικού σχεδιασμού με την βέλτιστη
λύση σχεδιασμού μιας διατομήι;, με γνωστά χαρακτηριστικά. Για κάποια δεδομένα
σχεδιασμού, υπάρχουν άπειροι διαφορετικοί συνδυασμοί οπλισμού και διαστάσεων
διατομής που να ανταποκρίνονται στις απαιτήσεις του συστήματος. Οι συνδυασμοί
αυτοί μπορεί να αντιστοιχούν στον μάνο εφελκυάμενο ή στο διπλά οπλισμά. Η
βέλτιστη λύση που μπορεί να προσδιοριστεί μέσω της μεθάδου Lagrange, είναι μια
απά τις άπειρες λύσεις που ικανοποιούν τη ισορροπία, αλλά ταυτάχρονα αντιστοιχεί
στο ελάχιστο κάστος. Έτσι, εάν εντοπιστεί η λύση αυτή από την ισορροπία, ως τη
λύση που έχει το μικρότερο κόστος όλων και συγκριθεί με την αντίστοιχη της μεθόδου
βελτιστοποίησης Lagrange, η μέθοδος μπορεί να επαληθευτεί ή να απορριφθεί. Για
τους συνδυασμούς λύσεων p-d του πίνακα 12, , δίδονται τα αντίστοιχα εμβαδά των
υλικών (εμβαδό διστομής σκυροδέματος και συνολικό εμβαδά χάλυβα) και το συνολικό
κόστος της διατομής για κάθε λύση, Ctol (€/m), διαιρεμένο με το κόστος της μονάδας
σκυροδέματος, c.o (€/m3). Η διαίρεση αυτή έχει σαν αποτέλεσμα το συνολικό κόστος
να είναι ανεξάρτητο από την τιμή της μονάδας σκυροδέματος και για τον
προσδιορισμό του να απαιτείται μόνο η γνώση του σχετικού κόστους των υλικών και
όχι οι ακριβείς τιμές τους. Επιπλέον, με τον τρόπο αυτό το συνολικό κάστος μετράται
πλέον σε τετρογωνlκά μέτρα (m'). Συνεπώς γίνεται ξεκόθαρο ότι αυτό που
ελαχιστοποιείται με τη μέθοδο Lagrange, είναι ένα συνολικό εμβαδό. Το
εμβαδό αυτό ορίζεται από το εμβαδά της διατομής σκυροδέματος συν το εμβαδό της
διατομής του συνολικού χάλυβα πολλαπλασιασμένο με το q (bh+qpbd ή A,;+qA,;), το
οποίο καθορίζει πως θα μεταβληθεί το συνολικό άθροισμα σε μια αύξηση του εμβαδού
του χάλυβα και αντίσταιχη μείωση του στατικού ύψους της διατομής ή και το
αντίθετο. Το q δηλαδή, παίζει το ρόλο του συντελεστή βαρύτητας. Όσα πιο μεγάλη η
τιμή του, τόσο πιθανότερο είναι να καθορίζει την συμπεριφορά του συνολικού
κόστους με βόση της συμπεριφορά του εμβαδού οπλισμού.
Σύμφωνα με τη μέθοδο Lagrange, η βέλτιστη λύση για fco=20 MPa, q=100 και
PIIm=0.7SPbal αντιστοιχεί στον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, με ποσοστό
Popt=0.0077. Για την επαλήθευση του αποτελέσματος αυτού, θα πρέπει από τις
λύσεις που προκύπτουν από την ισορροπία, να διαπιστωθεί ότι το ελάχιστο κόστος
αντιστοιχεί στο ποσοστό ρ=Ο.ΟΟ77. Όντωι;, εάν υπολογίσουμε τα κόστη των διατομών
που οπλίζονται είτε με μόνο εφελκυόμενο είτε με διπλό οπλισμό και ανταποκρίνονται
στις απαιτήσεις του αυστήματοι;, προκύπτει ότι για το ποσοστό αυτό και για το
στατικό ύψος dopt=0.42 m που από την ισορροπία του αντιστοιχεί, η διατομή
κοστίζει το λιγότερο δυνατό (βλ πίνακα 12). Άρο, η βελτιστοποίηση κατό
Lagrange επαληθεύεται. Η βέλτιστη λύση ανήκει στο εφικτό εύρος των λύσεων
ισορροπίας αλλά αυτό που την καθορίζει ουσιαστικά είναι τα εμβαδά των υλικών που
της αντιστοιχούν και το σχετικό τους κόστοι;, q. Παρατηρώντας τη μεταβολή των
εμβαδών, καθώς το ποσοστά του οπλισμού Ρ αυξάνεται και το στστlκό ύψος
μειώνεται, προκύπτει ότι, για τα δεδομένα του προβλήματος, προκαλείται μείωση του
συνολικού εμβαδού της διατομής και αύξηση του συνολικού εμβαδού του
οπλισμού. Αυτή η συμπεριφορά οφείλεται στα δεδομένα σχεδιασμού της διατομής.
Το συνολικό κόστος μειώνεται, δηλαδή ακολουθεί τη συμπεριφορά του συνολικού
εμβαδού της διστομήι;, ακριβώς επειδή στο άθροισμα των δυο κοατών έχει τη
μεγαλύτερη βαρύτητα. Πιο συγκεκριμένα, η τιμή του q=100, παραπέμπει σε ένα
βέλτιστα γεωμετρικό ποσοστά οπλισμού σχετικά μικρό, μιας και ο χάλυβας είναι πολύ
ακριβότερο από το σκυρόδεμα. Από την ισορροπία της διατομής προκύπτει ένα μεγάλο
εμβαδό διατομήι;, το οποίο εφόσον έχει τη μεγαλύτερη βαρύτητα στη διαμόρφωση
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του συνολικού κόοτους 80 οντιοτοιχεί κοι σε μεγόλο κόοτος διοτομής. Συνεπώς το q
ποίζεl το ρόλο του συντελεοτή βορύτητος του συνολικού κόστους.
Πίνακας 12. Συνδυασμοί λύσεων σχεδιασμού διατομής με b=O.4 m, Md=200 kNm, fck=20
MPa, q=100 και άνω όριο Ρlίm=Ο.75Ρbill-όλεςΟΙ περιπτώσειςόπλισης.
όπλισπ Ρ As (cm') d (m) "" (m') c.ot/Cc (m')
Ο 00024 678 0706 0311 03791
~ 00032 7,94 0,620 0273 03520:::L
·0 00042 9,19 0547 0241 03323:::>
~
~ 0,0052 10,34 0497 0219 0,3217
&'0 0,0062 11,41 0460 0202 0,3163w :::LΟ Q 0,0072 12,44 0,432 0190 0,3141>-<
'0 ι:: 0,0077 • 12,94 0,420 0,185 0.3138:::L 0
w 0,0082 13,42 0409 0180 0,3141:::L
V' 00087 13,89 0,399 0176 0,3147;;;
ο 0,0092 1439 0391 0172 03157
.'"
-< 00097 1486 0,383 0169 0,3170
Ο
w Ο ~.o:::LIΞ;:::L:::L
'0 Ο 0,0098 14,97 0,382 0,168 0,3172C"_:::I_ο i:J '" -<
.:::>. ~ ι::
-<:::L Ο
&
w
00099 15,01 0,379 0,167 03184
..., 00102 15,22 0373 0164 03227
:::L 00107 15,54 0363 0,160 03288ο
-< 0,0112 15,86 0,354 0,156 0,3348ι::
Ο 00117 1619 0,346 0152 03407
·n
-< 00122 16,49 0338 0149 03465ι::
.5 00127 16,81 0,331 0,146 03522
w 00132 1711 0324 0143 0,3579:::L
Υ' 0,0137 17,37 0317 0139 0,3635w
ο 0,0142 1766 0311 0,137 03689.:::>
-< 0,0147 17,99 0,306 0,135 0,3738
0,0150 18,12 0,302 0,133 0,3776
*:βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού Popt, το οποίο για δεδομένη ροπή αντιστοιχεί σε ένα βέλτιστο
στατικό υψος διατομής dopt ' Το ζευγος (poρtι dopt) αντιστοιχεί στο ελάχιστο κόστος.
Είνοl προφονές ότι οι βέλτιστες τιμές του οπλισμού KOI του στοτικού ύψουζ, δεν
είνοl οι ελόχιστες. Υπόρχουν συνδυοσμοί λύσεJJJν KOI ικονοποιούν εξίσου ουοτηρό την
εξίσωση lσορροπίοζ, ολ/ό οντιστοιχούν σε μικρότερο Ρ κοl μεγολύτερο d ή σε
μεγολύτερο Ρ KOI μικρότερο d (βλ Σχήμο 37). Γιο όλους ουτούς τους συνδυοσμούς, το
κόστος είνοl μεγολύτερο οπό ουτό της βέλτιοτης λύσης (βλ. πίνοκο 12).
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Σχήμα 37. Λύσεις σχεδιασμούοπό ισορροπίατης διατομήςγιο 'ck=20 MPa, q=100, b=O.4 m,
Md =200kNm κοι PΙIm=O.75Pbal• μόνο εφελκuόμεΥΟς οπλισμός (δι=0.10).
Στο Σχήμο 37, γίνετοl εμφονές το γεγονός ότι η βέλτιστη λύση σχεδ,οσμού μιος
διοτομής δεδομένων οπαιτήσεων, δεν αντιστοιχεί στα ελόχιστα μεγέθη. Το γεγονός ότι
η βέλτιστη λύση αντιστοιχεί στο ελόχιστο κόστος γίνεται ξεκόθαρο τόσο από τον
πίνακα 11, όσο και από τα Σχήματα 38 και 39, που απεικονίζουν την συμπεριφορό του
συνολικού κόστους σε σχέση με την αύξηση του ποσοστού Ρ (και του εμβαδού
οπλισμού) και την μείωση του στατικού ύψους d (και του εμβαδού διστομής),
αντίστοιχα. Στα γραφήμστα αυτό, είναι ξεκόθαρο ότι το ελόχιστο κόστος αντιστοιχεί
στη βέλτιστη λύση σε σχέση με όλους τους δυνοτούς τρόπους όπλισης. Η
αλλαγή της μορφής της καμπύλης συνολικού κόστους. ακριβώς στο σημείο της λύσης
του μέγιστου εφελκυόμενου οπλισμού, οφείλεται στο γεγονός ότι η συνόρτησή του
έχει δυο κλόδους. ανόλογα με τον τρόπο όπλισης. Οι δύο συναρτήσεις κόστους είναι
μη γραμμικές με τα μεγέθη σχεδιασμού (p,d).
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Σχήμα 38. Καμπύλη συνολικού κόστουςγια 'ι:Jι;=20 MPa, q=lOO, b=O.4 m, Mcr=200kNm ΚΟΙ
Plim=O.75ρb;ι1(δ1=δ2=Ο.10).
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Σχήμα 39. Καμπύλη συνολικού κόστους για 'dι=20 MPa, q=lOO, b=O.4 Μ, Mcι=200kNmΚΟΙ
PIlm=O.75PbaI (δι=δ2=Ο.10).
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Πράγμστι, η συνάρτηση κάστσυι;. γισ τσ δεδσμένσ σχεδισσμσύ τσυ Πίνσκσ 12,
πσρσυσιάζει σκρότστσ σκριβώς στην βέλτιστη λύση που υπολογίστηκε μέσω της
μεθόδου Lagrange. Βέβαια, όπως διατυπώθηκε και παραπάνω τα κόστος είναι μια
συνάρτηση παυ ορίζεται από δυο κλάδουι;. έναν για τις λύσεις με μόνο εφελκυόμενο
οπλισμό και έναν για εκείνες με διπλό οπλισμό. Η βέλτιστη λύση παράτι πάντα
αντισταιχεί σε έναν τρόπα όπλισης (εφελκυόμενος ή διπλός οπλισμός) δίνει την
χαμηλότερη τιμή κόστους σε σχέση με όλο το εύρος λύσεων, τόσο για όπλιση με μόνα
εφελκυόμενο όσο και για διπλό. Στα γροφήματα που παρουσιάστηκαν παραπάνω δεν
δόθηκε βαρύτητα στα άνω επιτρεπόμενα όρια οπλισμού που θέτει ο ΕΚΩΣ 2000 και α
Ευρωκώδικας 2. Αυτό έγινε σκόπιμα, καθώς στόχος ήταν στα διαγράμματα να φανεί
ότι το χαμηλότερο κόστος αντισταιχεί στη λύση παυ δίδεται από τη μέθαδα Lagrange.
Τα άνω όριο ταυ Ερωκώδικα 2, το αποίο θα ισχύει έναντι του ΕΚΩΣ 2000 από το 2011
και μετά, είναι αρκετά ανεκτικό και δεν περιορίζει τις λύσεις.
3.2. Γραφική ΜέθοδοςΕπαλήθευσηςτης Μεθόδου Lagrange
Σύμφωνα με τις λύσεις που παρατίθενται στον Πίνακα 12, η μέθοδος Lagrange
όντως αποδίδει τις βέλτιστες λύσεις σχεδιασμού ως πρας το κόστας. Στην παράγραφο
αυτή, προτείνεται μια γροφική μέθαδος εύρεσης της βέλτιστης αικοναμικά λύσηι;.
χωρίς τον υπολαγισμό του κόσταυς όλων των υπαρκτών συνδυασμών λύσεων που
προέρχονται από την ισαρροπία. Πιο συγκεκριμένα, η συνάρτηση κόστους για την
περίπτωση όπλισης με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό δίδεται από τη σχέση (4)
C<oι=C,b[ d( 1+δ, )+qpd] =C, [bd( Ι+δ, )+qA,]
λύνονταςως προς d προκύπτει:
C""
d= C, - q Α
b(Ι+δ,) b(Ι+δ,) ,
(40)
Η σχέση (4α) είναι η γνωστή σχέση κόστους πάνω στην οποία βασίστηκε η
βελτιστοποίηση κατά Lagrange. Εκφράζοντας την ως προς d, και με γνωστά μεγέθη το
σχετικό κόστος των υλικών q, το πλάτος b της διατομής, το μέγεθος δι και την τιμή
ταυ κόστους που επιδιώκεται να έχει η υπό σχεδιασμό διατομή μπορούν να βρεθούν
συνδυασμοί οπλισμού και ύψους διατομής που να την ικανοποιούν. Αυτές αι λύσεις θα
είναι εφικτές μόνο εάν ικανοποιούν ταυτόχρονα και την εξίσωση ισορροπίας. Με αυτή
τη λογική μπορεί να προσεγγιστεί ο βέλτιστος συνδυασμός ύψους διστομής και
εμβαδού οπλισμού, ώστε αυτός να αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιμή κόστους. Το
πρόβλημα στην περίπτωση του ελάχιστου κόστους είναι ότι δεν μπαρεί να είναι
γνωστή η τιμή του πριν να υπολογιστούν τα βέλτιστα μεγέθη Ρορ' και dop,. Με τη
γροφική λύση, οι πμέςτων Ρoρt 1<01 doρt δεν είναι προαπαιτούμενες για να βρεθεί
το ελάχιστα κόστος.
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Αοιθυοτικό ποοάδεινυο Ι-νοοφική ποοσέννιση για τον εύοεσο της βέλτιστης λύσrις
μόνο εφελκυόυενου οπλισμού.
Πίνακας 13. Αριθμητικό παράδειγμα 1- Plim==O.75Ptιill - βέλτιστη οικονομικά λύση ο μόνο
εφελκυόμενος οπλισμός.
Πεοινοοωή Παοάυετοοl Τιuέc Αναωοοά
fck, t k 30 MPa, 500 MPa
α 100
Δεδομένα b 0.4 m
Md 400 kNm
δι 0.10
Τιμές Ροο, 0.0085 σχέση (45α)Ρlίm 0.0146 σχέση 20ελέγχου Ρmίn 0.0033 σχέσπ 24
Σχέση Md 400;435000A,d -14318750Α,' σχέση (7 καιlaODDOnioC 14)
Σχέση Ctot d;2.27C'oJCc - 227.27Α, σχέση (40)κόστους (λυμένη ως προς d)
Στον Πίνακα 13 δίδονται τα στοιχεία σχεδιασμού μιας ορθογωνlκής διατομής, της
οποίος η βέλτιστη λύση εφαρμόζοντος τη μέθοδο lagrange, αντιστοιχεί στον μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό. γποθέτοντος ότι ο βέλτιστος τρόπος όπλισης δεν είνοl
γνωστός, είνοl δυνατόν μέσω της γραφικής μεθόδου νο επαληθευτεί η βέλτιστη λύση
που υπολογίστηκε. Η γραφική λύση προϋποθέτειτην γραφική απεικόνιση των λύσεων
που ικονοποιούν την εξίσωση ισορροπίας και ονταποκρίνονταl στις οποιτήσεις
σχεδιασμού που έχουν τεθεί εξαρχής. Η οπεlκόνιση είναι προτιμότερο νο γίνει σε
σύστημα οφνων d-As παρά σε d-p, έτσι ώστε το διάγρομμα να περιέχει εμβαδά
οπλισμού, μέγεθος περισσότερο αξιοποιήσιμο. Η lσορροπίο δίδετοl οπό τη σχέση (7)
και για τα δεδομένα του παροδείγματος διομορφώνετοl ως εξής: 400 ; 435000Asd -
14318750As'. Για το εύρος των γεωμετρικών ποσοστών οπλισμού με το οποίο μπορεί
να οπλιστεί η διοτομή (από Pm', έως Piim για τον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό),
προκύπτουν το αντίστοιχο ύψη d k οπό εκεί το εμβαδά Α,. Έχοντος πλέον το γράφημα
των λύσεων που υποκούουν στην ισορροπία, μπορεί να βρεθεί η μοναδική βέλτιστη
λύση με την εξής λογική: η βέλτιστη λύση (Α,.ορ" dopt) θο πρέπει να ονήκεl στην
καμπύλη της ισορροπίας και τουτόχρονο να ανήκει KOI στην καμπύλη του συνολlκού
κόστους. πρόκειται δηλαδή γιο τομή δυο καμπυλών. Σύμφωνα με τη συνάρτηση
κόστους (σχέση (40)), η σχέση του d και του As είναι γρομμlκή: d;2.27C'oJCc -
227.27Α,. Η τομή μιος ευθείος και μιος καμπύλης β' βοθμού μπορεί νο γίνει το πολύ σε
δυο σημεία. Όμως η βέλτιστη λύση είνοl μοναδική. Άρα η βέλτιστη λύση είναι το
σημείο που η συνάρτηση κάστους εφάπτεται σε αυτή της ισορροπίας. Ωστάσο, η τιμή
του ελάχιστου κόστους δεν είναι γνωστή, εφόσον δεν έχει βρεθεί πρώτα η βέλτιστη
λύση. Αυτό που αξιοποιείται από τη συνάρτηση κόστους, η οποίο είνοl της μορφής
γ;α+βχ, είναι η κλίση της που ορίζετοl από τη σχέση β;εφφ;-qf[b(1+δι)] και γιο τα
δεδομένο του προβλήματος ίση με -227.27. Με γνωστή την κλίση της ευθείας μπορεί
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να πρααδιαριστεί η βέλτιστη λύαη, ακριβώς στα σημεία παυ εφάπτεται στην καμπύλη
της ισαρραπίας.
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Σχήμα 40, Γραφική προσέγγιση βέλτιστηζ λύσηζ σχεδιασμού- Αριθμητικό παράδειγμα 1,
δεδομένα Πίνακα 13 με Pllm=O.75Pbiill - μόνο εφελκuόμενος οπλισμός.
Στην περίπτωση άπαυ δεν ήταν γνωστάς α βέλτιστας τρόπος όπλισης τότε αντί για
λύσεις ισορροπίας με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, θα συμπεριλαμβόνοντον στην
καμπύλη ισορροπίος και αυτές με διπλό οπλισμό, Όπως θα διαπιστωθεί και παρακότω,
η κλίση της ευθείας κόστους γιο τον διπλό οπλισμό είναι πολλή μεγολύτερη οπό αυτή
για τον μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, για τα ίδια δεδομένα σχεδιασμού. Συνεπώς η
ευθεία του κόστους των λύσεων γιο διπλό οπλισμό, δεν θο εφάπτονταν σε κανένα
σημείο της καμπύλης των λύσεων της αντίστοιχης όπλισης, παρό μόνο θα την έτεμνε.
Άρα δε θο ορίζοντον βέλτιστη οικονομικά λύση διπλού οπλισμού, Στο Σχήμα 40, δεν
παρουσιόζεται ούτε η καμπύλη As,max που δίνει ο ΕΚΩΣ 2000, ολλά ούτε κ αυτή που
δίνει ο Ευρωκώδικος 2, Οι καμπύλες αυτές βασίζονται στα μέγιστο επιτρεπόμενο
γεωμετρικό ποσοστά οπλισμού Pm" που θέτει ο εκαστοτε κονονισμός (για τον ΕΚΩΣ
2000 είναι 0.0161 κοι για τον Ευρωκώδικα είναι 0.044), Επειδή στο οριθμητικό
παράδειγμα 1, το Plim είναι το μεγαλύτερο ποσοστό με το οποίο οπλίζεται η διατομή
κοι ουτό προκύπτει να είναι μικρότερο οπό τα Pmax των δυο κανονισμών, δεν
αναπαρίσταντοι στο γρόφημα έτσι ώστε να είναι πιο οπλό,
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Πίνακας 130. Λύσεις ισορροπίας για τα δεδομένα του αριθμητικού ΠαραδείΥματoc; 1-
Πίνακας 13.
Ρ d (m) Ac (m2 ) As (cm2) c..o./Cc(m2 )
00033 0,849 0374 1133 0487
0,0040 0779 0,343 1246 0,467
0,0045 0737 0324 13,26 0,457
0,0050 0,702 0,309 14,03 0,449
0,0055 0,671 0,295 1477 0,443
0,0060 0,645 0,284 1548 0439
0,0065 0622 0274 1617 0435
0,0070 0601 0,265 1684 0433
0,0075 0,583 0,257 17,50 0,432
0,0080 0,567 0,249 18,14 0,431
0,0085 0,551 0,242 1880 0,430
0,0090 0538 0,237 1938 0431
00095 0526 0231 19,98 0,431
00100 0515 0,226 2058 0,432
0,0105 0,504 0,222 21,17 0433
00110 0,494 0,218 2175 0,435
00115 0,485 0214 22,33 0,437
0,0120 0,477 0,210 22,90 0,439
00125 0,469 0,206 23,46 0,441
0,0130 0,462 0,203 24,02 0,443
00135 0,455 0,200 2457 0,446
0,0140 0,449 0,197 2513 0449
00145 0443 0195 2567 0452
0,0146 0,441 0,194 2583 0,452
Με βάση τα παραπάνω πρασδιαρίζεται η βέλτιστη λύση (Α,;,ορο d,ot)=(18.8 cm',
0.551 m) και το ελάχιστο κάστος Ct,t.min=0,43Cc. Το συμπέρασμα που προκύπτει από
την λύση που δάθηκε γραφικά είναι ότι η βέλτιστη λύση, για δεδομένες
χαρακτηριστικές τάσεις υλικών και ροπή κάμψης, εξαρτάται από το σχετικό κόστος
των υλικών και απά το πλάτος της διατομής (δι =Ο.1Ο=σταθερό). Ειδικότερα, με την
αύξηση του πλάτους της διατομής προκαλείται μείωση της κλίσης της ευθείας του
αντιστοιχεί στο κόστος, με αποτέλεσμα η βέλτιστη λύση να μεταφέρεται πιο δεξιά,
δηλαδή σε χαμηλάτερη τιμή βέλτιστου ύψους και σε υψηλότερη βέλτιστου εμβαδού
οπλισμού (καθώς η καμπύλη ισορροπίας έχει τα κοίλα προς τα κάτω). Στο σχήμα 41
απεικονίζεται η γραφική λύση του αριθμητικού παραδείγματος 1, στην περίπτωση που
το πλάτος αυξηθεί και γίνει ίσο με b=O.s m. Η νέα κλίση της ευθεία~ κόστους είναι
β=εφφ=-181.82 και η νέα βέλτιστη λύση είναι (Α,;.,ρι, d,pt)= (21.02 cm , 0,493 m). Το
νέο ελάχιστο κάστος είναι ίσο με Ctot.min=0,481Cc. Η αύξησή του οφείλεται στην
αύξηση του συνολικού εμβαδού του χάλυβα οπλισμού, ο οποίος λόγω του q=100, έχει
μεγάλη βαρύτητα στη διαμόρφωση του συνολικού κόστους. Με TV αύξηση του b, το
βέλτιστο Ρ παραμένει ίδιο. Ωστόσο μειώνεται το συνολικό εμβαδό της διατομής και
αυξάνεται σο συνολικό εμβαδό του οπλισμού. Ακριβώς επειδή το q είναι 100, δίνει
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μεγόλη βαρύτητα ατην συμπεριφαρό ταυ εμβαδαύ απλισμαύ για την τελική
διαμόρφωση ταυ κόσταυι;, με απατέλεσμα αυτό να αυξόνεταl. Αντίθετα στα Σχήμα 42,
όπαυ απεlκανίζεταl η γραφική λύση ταυ αριθμητικαύ παραδείγματας Ι, στην
περίπτωση παυ τα σχετικό κόστας μειωθεί και γίνει ίσα με q=75, τα συναλlκό ελόχιστα
κόστας μειώνεται Η μείωση ταυ q, δίνει μικρότερη κλίση στην ευθεία ταυ κόσταυς, με
απατέλεσμα η βέλτιστη λύση να μεταταπίζεταl πια δεξιό. ΣΌυτή την περίπτωση όπαυ α
χόλυβας είναι πια φτηνός η βέλτιστη λύση αντισταιχεί σε ένα πια μεγόλα πασαστό
απλισμαύ Ρ και σε ένα πια μικρό εμβαδό διαταμήι;, (As,op" dop,)= (2Ι.27 cm', 0.502 m).
Τα συναλlκό κόστας θα είναι πια μικρό από αυτό ταυ παραδείγματος Ι, εφόσαν τα
συναλlκό εμβαδά είναι πια μικρό και η επιρραή ταυ εμβαδαύ οπλισμαύ επίσης
μικρότερη, C,o"m,n=0.38C,. Σαν εφικτή χαρακτηρίζεται η περιαχή παυ αριαθετείταl από
την καμπύλη lσαρραπίαι;, από τα μέγιστα στατικό ύψας τα απαία αντισταιχεί στα
ελόχιστα πασαστό απλισμαύ και από ταν μέγιστα απλισμό α απαίας αντισταιχεί στα
πασαστό P"m. Η καμπύλη lσαρραπίας δίνει ταυς συνδυασμαύς λύσεων παυ καλύπταυν
αριακό την αστοχία της διαταμής. Στην εφικτή περιαχή αl λύσεις αντισταιχαύν σε
μεγαλύτερες διαστόσεις διαταμής και εμβαδά απλισμαύ, όρα καλύπταυν με όνεση την
ασταχία της διαταμής.
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Σχήμα 41. Γραφική πρaσέyyισηβέλτιστηςλύσης σχεδιασμαύγια f",=3a MPa, q=100, b=Q.5
m, δι=Ο.10, Md=400kNm και Pllm=O.75Pbill~μόνο εφελκuόμενοςοπλισμό<;(δι=Ο.10).
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Σχήμα 42. Γραφική ηροσέΥγlση βέλτιστης λύσης σχεδιασμού για fck=30 MPa, q=75, b=O.4
m, δ ι=Ο.10. Md =400kNm και Plim=O.75PbaI- μόνο εφελκυόμενος οπλισμός (δ.=Ο.10).
Τόσο στο Σχήμο 4Ι όσο ΚΟΙ στο Σχήμο 42 η οντοχή του σκυροδέμοτος πορομένει
αταθερή και ίδια με αυτή του αριθμητικού παραδείγματος Ι. Συνεπώς το όνω όριο P"m
του μόνο εφελκυόμενου οπλισμού παραμένει επίσης σταθερό και μικρότερο των Pm"
που δίνουν ο ΕΚΩΣ 2000 και ο Ευρωκώδικας 2. Στη συνέχεια εφαρμόζεται η γραφική
λύση σε ένα παρόδειγμα σχεδιασμού, όπου ο βέλτιστος οπλισμός είναι ο μέγιστος
εφελκυόμενος.
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-Αοιθ Τ1κό πα όδει α 2-νοα ΙΚΠ π
έ ιστου ε ελκυόυενου οπλισυσύ.
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Πίνακας 14. Αριθμητικόπαράδειγμα 2- PJim=O.75Pbίll·βέλτιστη οικονομικάλύση ο μέγιστoc;
εφελκuόμενoc;οπλισμός.
Περινοαφπ Παοόυετοοι Τιυέc Αναφοοό
fCkt t k 25 MPa, 500 MPa
q 50
Δεδομένα b 0.4 m
Md 400 kNm
δι 0.10
Τιμές 00 , 0.0122 σνέσπ (20)
PIim 0.0122 σνέσπ (~ελέγχου
Pmin 0.003 σνέσπ (241
Σχέση Md 400=4350001\sd -171825001\s2
σχέση (7
IOOPPOnioC και 14i
Σχέση Ctot d=2.27C'oJC, - 113.64As σχέση (4α)κόστουc (λυμένη ως προς d)
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Σχήμα 43. Γραφική προσέγγιση βέλτιστης λύσης μέγιστου εφελκυόμενοu οπλισμού
δεδομένων Πίνακα 14 (Plim=O.75PbίlI),
89Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly09/12/2017 04:49:57 EET - 137.108.70.7
Πίνακας 14α. Λύσεις ισορροπίας για τα δεδομένα του αριθμητικού Παραδείγματος 2.-
Πίνακας 14.
ρ d Α, (m2) As (cm2) As'(Cm2) C",,/CC (m2)
0,0030 0898 0,395 10,74 Ο 0,449
0,0035 0834 0,367 11,67 Ο 0,425
0,0040 0,783 0,345 12,53 Ο 0,407
0,0045 0,742 0326 13.35 Ο 0,393
0,0050 0,707 0,311 1413 Ο 0,382
00055 0,677 0,298 1488 Ο 0,372
0,0060 0,651 0,286 1561 Ο 0,364
0,0065 0628 0,276 1632 Ο 0,358
0,0070 0608 0,267 17,01 Ο 0352
00075 0,590 0259 1769 Ο 0348
00080 0,574 0,252 1835 Ο 0344
0,0085 0,559 0,246 19,00 Ο 0341
0,0090 0546 0,240 19.64 Ο 0338
0,0095 0,534 0,235 20,28 Ο 0,336
0,0100 0,523 0,230 20,90 Ο 0334
0,0105 0,512 0225 2152 Ο 0,333
0,0110 0,503 0,221 22,13 Ο 0,332
0,0115 0,494 0,217 22,74 Ο 0331
00120 0,486 0,214 23,34 Ο 0,331
0,0122 0,483 0,213 23,57 Ο 0,330
0,0127 0,472 0,208 23,98 0,944 0,332
00132 0,462 0,203 24,40 1,848 0335
0,0137 0,453 0,199 24,81 2,716 0,337
0,0142 0,444 0,195 25,21 3,551 0,339
00147 0436 0192 2561 4,356 0,341
00152 0428 0,188 26,00 5132 0,344
00157 0,420 0,185 26,39 5,883 0,346
0,0162 0,413 0,182 26,77 6,610 0,349
0,0163 0,412 0,181 26,81 6,682 0,349
0,0167 0,406 0,179 27,15 7,315 0,351
00172 0400 0,176 27,52 8,000 0,354
00177 0,394 0,173 27,89 8,665 0,356
00182 0388 0171 28,25 9313 0359
0,0187 0,382 0168 2861 9,943 0,361
0,0192 0,377 0,166 2896 10,558 0,364
0,0197 0,372 0164 29,31 11,158 0366
0,0202 0,367 0,161 2965 11,744 0,368
0,0207 0,362 0,159 29,99 12,317 0,371
Εφορμόζοντος τη γροφική λύοη με γνωοτή την κλίοη της ευθείος κόοτους
β=εφφ=-113.64, προκύπτει ότι η βέλτιστη λύοη οντιοτοιχεί οτον μέγιστο
εφελKυόμΕVO οπλιομό κοι έχει τιμή (As,opt, d op,)=(23.57 cm2, 0.483 m), ενώ το
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ελάχιστο κάοτος είνοι ίσο με C,o"m,,=0.33Cc, Σε σχέση με το Παράδειγμα Ι, η μείωση
ταυ σχετικαύ κάατους q πρακαλεί την αύξηση του βέλτιστου ποσοαταύ απλισμού και
την μικρή μείωση ταυ στατικαύ ύψαυς d, αφαύ ταυτάχρανα σημειώνεται και μείωση
της αντοχής ταυ σκυροδέματας, Συνεπώς τα κάατος της διατομής θα είναι σαφώς
μειωμένα σε σχέση με πριν, αφαύ και η επιρροή του εμβαδού χάλυβα είναι μικρή.
Ακριβώς επειδή η λύση αυτή είναι αριακή, στα Σχήμα 43 απεικανίζανται λύσεις τάσο
μάνα εφελκυάμεναυ απλισμαύ άσα και διπλαύ. Μια δεύτερη προσέγγιση της βέλτιατης
λύσης θα ήταν η εφαρμαγή της κλίσης της ευθείας κάαταυς για τον διπλά απλισμά.
Εφόσαν η βέλτιατη λύση είναι τα άρια μεταξύ εφελκυάμεναυ και θλιβάμενου οπλισμού
ή αλλιώς είναι κοινά σημείο των δυα καμπυλών, θα επαληθεύεται και με τις δυο
πρασεγγίσεις. Απά τη σχέση (32), το κάστος για ταν διπλά απλισμά αρίζεται:
Cή ,..toι =bd(l+δ,)+2bqdρ-bqdΡ ,;m =bd(1 +δ, )+2qA, -qbdPlim
~,
λύνοντας ως πρας d πρακύπτει:
C'o'/ -2qA,
d= /C,
b(1+δ, )-qbPIim
Cto, Ι
= 7< _ 2q Α
b(1+δ,)-qbΡιim b(1+δ,)-qbΡ"m" (32β)
Όπως η αχέση για ταν μάνο εφελκυάμενα απλισμά (4α), έτσι και η σχέση (32β)
είναι της μορφής γ=α+βχ, για δεδαμένες χαρακτηριατικές τάσεις υλικών, γνωστά
πλάτας δισταμής και γνωατά σχετικά κάατος υλικών. Συνεπώς η γραφική μέθαδας
εύρεσης της βέλτιστης λύσης βασίζεται στην κλίση της ευθείας, β=εφφ=-2q![b(1+δ,)­
qbPlim]. Στα παράδειγμα 2, η ευθεία με αυτή την κλίση, εφάπτεται ατην καμπύλη των
λύσεων με διπλά οπλισμά, ακριβώς ατα αριακά σημείο άπου ρ'=Ο ή αλλιώς P=PIIm. Η
κλίση της ευθείας κάστους για ταν διπλά απλισμά έχει παράμαια συμπεριφαρά με την
κλίση αυτής για μάνα εφελκυάμενα απλισμά. Ειδικάτερα, εάν δεν υπάρχει θλιβάμενας
οπλισμάς α άρας -qbPlim απαλείφεται και η σχέση κάσταυς (32β) του διπλαύ καταλήγει
σε αυτή για ταν μάνα εφελκυάμενα (4α). Επηρεάζεται απά το πλάτας της διατομής,
απά τα αχετικά κάστας των υλικών και απά τις χαρακτηριστικές ταυς τάσεις αι οπαίες
καθαρίζαυν τα Plim.
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ΔP!fu!! Τικό πααόδεινυα 3-νααφl< ποοσ' lση νια την εύοεση τη, βέλTlστ c λύσl]!;
διηλού οπλισυού.
Πίνακας 15. Αριθμητικό παράδειγμα3· PIlm=O.75Pb;ι1- βέλτιστη οικονομικά λύση ο μέγιστος
εφελκuόμενος οπλισμός.
Περιγραφή Παοόυετοαl Τlυέ, Αναφοοό
f" f" 16 MPa, 500 MPa
q 50
Δεδομένα b 0.4 m
Md 400 kNm
δι 0.10
Τιμές Dopt 0.0087 σχέση (20
DIim 0.0078 σχέση (20ελένχου
Dmin 0.0033 mιέσπ (24)
Σχέση Md 400=391500A,d -125.77d' σχέση (40 ήlσορροπία, 49α)
Σχέση Ctot d=3.523CtoJCo - 352.31As σχέση (32β)κόστου, (λυμένη οχ; πρα; d)
"-~εφFλκ:UΌΙ ~~""οπλισμός /d_ .. .."
1".-;. ---- -------- ~~., εφικτή ηερκιχή·,.- διπλός οπλιαμός
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Σχήμα 44. Γραφική προσέγγιση βέλτιστης λύσης διπλού οπλισμού δεδομένων πίνακα 1S
(Pllm=a,7SPbo,),
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Πίνακας 15α. Λύσεις ισορροπίας για τα δεδομένα του αριθμητικού Παραδείγματος 3-
Πίνακας 15.
Ρ d '" (m2) As (cm2) As'(cm2) Ct.t/CC (m2)
0,0054 0,701 0,308 15,138 Ο 0,384
0,0060 0671 0,295 16095 Ο 0376
00065 0,649 0,286 16,875 Ο 0,370
00070 0,630 0,277 17,643 Ο 0,365
0,0078 0,604 0,266 18,869 Ο 0,360
00083 0584 0,257 19396 117 0,360
0,0087 0,569 0,250 19,803 204 0,359
00092 0552 0,243 20307 308 0360
0,0097 0,536 0,236 208 4,06 0360
0,0102 0,521 0,229 21282 500 0361
0,0107 0,508 0224 21,753 588 0,362
0,0112 0496 0218 22215 673 0,363
00117 0,484 0,213 22,667 7,54 0,364
00122 0473 0,208 23,112 8,32 0,366
00127 0463 0,204 23,547 907 0,367
00132 0454 0200 23,975 9,80 0,369
0,0137 0,445 0,196 24,396 10,50 0,370
00142 0437 0192 2481 11,17 0372
00147 0,429 0,189 25,217 11,83 0,374
0,0152 0421 0,185 25618 1246 0,376
00157 0414 0182 26,012 13,08 0,378
00162 0,407 0,179 26401 13,68 0380
0,0167 0,401 0176 26784 14,26 0,382
0,0172 0,395 0174 27 162 1483 0384
00177 0389 Ο 171 27,535 15,39 0,386
00182 0383 0,169 27 902 1593 0388
0,0187 0378 0,166 28,265 16,47 0,390
00192 0,373 0164 28624 1699 0,392
0,0197 0368 0,162 28,978 17,49 0394
0,0202 0,363 0160 29328 1799 0396
0,0207 0358 0158 29674 1848 0,398
00212 0,354 0,156 30015 18,96 0401
00217 0,350 0154 30,353 19,43 0403
Η βέλτιστη λύση πσυ πρσσδισρίστηκε γρσφlκώς, με βάση την κλίση της ευθείας
κάαταυς αντισταιχεί σε διπλό απλισμό β=εφφ=-352.31,είναι ίση με (As,opt, d opt)=(19.8
cm', 0.569 m) ενώ τα ελάχιατα κόατας είναι ίσα με Ctot,mlo=0.359Cc. Σε σχέση με τα
Παράδειγμα 2 όπαυ τα σχετικό κόστας είναι επίσης q=50, η μείωση της ανταχής ταυ
σκυραδέματα; πρακαλεί την μείωση ταυ P'lm, με απατέλεσμα η λύση να αντισταιχεί
σταν διπλό απλισμό. Τα συναλlκό πασαατό απλισμαύ είναι μικρότερα από πριν, αλλά
τα εμβαδόν της διαταμής αυξάνεται Συνεπώς τα συναλlκό κόστας αυξάνεται επίσης.
93Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly09/12/2017 04:49:57 EET - 137.108.70.7
3.3. Η ΜέθοδοςLagrange σε Σχέση με το Κόστος Ξυλστύηου
Όπως διευκρινίστηκε στην αρχή της παραύσας εργασίαζ, τα κόστας ξυλατύπαυ δεν
συμπεριλήφθηκε στην κατόστρωση της σχέσης ταυ συναλικαύ κόσταυζ, όπαυ θα
απατελαύσε έναν επιπλέαν όρα με ξεχωριστό κόστας μανόδας. Ωστόσα, για να είναι
πια ρεαλιστικό τα απατελέσματα και πια πρακτικός α σχεδιασμόζ, τα κόστας ξυλατύπαυ
δόθηκε μέσω της τιμής της μανάδας σκυραδέματαζ, κάτι παυ συμβαίνει όντως σε έναν
πραγματικό σχεδιασμό. Η ακρίβεια των απατελεσμάτων της διαδικαrnας αυτής, είναι
χρήσιμα να ελεγχθεί, συμπεριλαμβάναντας αυτή τη φορά τα κόατας ξυλατύπαυ στη
συνάρτηση ταυ συναλικαύ κόσταυς. Για τα σκαπό αυτό κρίθηκε σκόπιμα να γίνει
σύγκριση των απατελεσμάτων με τα αντiσταΙXα των Yausef Α. AI-Sallaum and Ghulam
Husain Siddlgi, τα απαία εξέδωσαν τα 1994, ατα περιαδικό ACΙ Structural Jaurnal. Οι
δυα ερευνητές ανέπτυξαν σχέσεις παυ δίναυν τη βέλτιστη λύση σχεδιασμαύ για την
περίΓΠωση ταυ μόνα εφελκυόμεναυ απλισμαύ, συμπεριλαμβάναντας ατα συναλικό
κόστας εκτός ταυ κόσταυς χάλυβα και σκυραδέματαζ, αυτό ταυ ξυλατύπαυ. Με βάση
ένα συγκεκριμένα παράδειγμα παυ παραθέταυν (βλ Πίνακα 16), γίνεται σύγκριση της
βέλτιστης λύσης σχεδιασμαύ στην απαία καταλήγαυν, με την αντίσταιχη παυ
πρακύπτει σύμφωνα με τις σχέσεις της παραύσας εργαrnας.
Πίνακας 16. Παράδειγμα βέλτιστου σχεδιασμού, νιο την περίπτωση όπου ο ξυλότυπoc;
περιλαμβάνεται στην σχέση κόστouς, σύμφωνο με τον αμερικάνικο κανονισμό, όπως
παρατίθεται οπό τους Yousef Α. AI-5aIIoum and Ghulam ΗυΑίη Siddigi (βλ σχετική
βιβλιογραφίο, ενότητα 2.1.4.).
Πεαινααωή Πααάυετααι Τιυέc
fckI fvk 35 MPa, 420 MPa
b dmax δι 0.3 m, 1.135 m, 0.0135
Δεδαμένα Md 400 kNmC, 5000 $/m'
C, 100 $/m'
Cr (κόστ..2S, Ευλατύπαυ1 2 $/m'
Τιμές ελέγχαυ Dmax 0.025
Omlo 0.0033
Σχέση Md=0,90pbd'1'yk(1-0.59ρπ,) 8.904Α, '-378A,d+400*106';0ισαοοαπίας
Σχέση κόσταυς Cιo,-Cι(Ao-A,)+ 0.0049A,+0.034d+2.81(Α+ r2d(1+δ,)+blC,
Βελτισταπαιημέν 00"' 0.01743
dont 0.480 mα μεγέθη κατό A,nn, 25.12 cm'Lagrange
Ctotmin 34.45 $/m
Για να γίνει εφικτή η σύγκριση των απατελεσμάτων των δυα περιπτώσεων
βελτισταπαίησηζ, θα πρέπει τα κόστη παυ παρατίθενται σταν Πίνακα 16 να αναχθαύν
σε σχετικό κόατας q, συμπεριλαμβαναμέναυ και ταυ ξυλότυπαυ. Αν αθραισταύν τα
κόστας σκυραδέματας και τα κόατας ξυλατύπαυ και ατη συνέχεια τα απατέλεσμα
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διοιρεθεί με το κόστος χάλυβο, τότε η τιμή του q που προκύπτει είνοι περίπου ίση με
45. Με την εφορμογή των σχέσεων που οποδείχτηκον στην πορούσο εργοσίο,
υπολογίζοντοι το βέλτιστο μεγέθη:
1
Ρο", =--:-q-----
"--'δ;-- + Ι.57811,Ι+ ,
Ι
45 420 =0.017Ι
.,--::-":-= + Ι.578-Ι + 0.135 35
KOI
400 = 0.505 m
0.87 ·0.0171-0.3-420000· (ι-ο.79 4200.0154)
35
Έλεγχος όνω ορίου οπλισμού:
Το άνω όριο στο πρόβλημο του πίνοκο Ι6, δεν ονοφέρετοι σε ποιο πλοστιμότητο
οντιστοιχεί. Εξόλλου το συγκεκριμένο άρθρο μελετά περιπτώσεις όπου η όπλιση
οντιστοιχεί σε μόνο εφελκυόμενο οπλισμό. Συγκρίνοντος το οποτελέσμοτο των δυο
μεθόδων, ποροτηρείτοι ότι είνοι σχεδόν πονομοιότυπο. Το ποσοστό Ρορl που κοθορίζει
την βέλτιστη λύση, με την εφορμογή των σχέσεων της πορούσος εργοσίος προέκυψε
ίσο με 0.ΟΙ7Ι ενώ με την εφορμογή των σχέσεων που συμπεριλομβάνουν το κόστος
ξυλοτύπου εξορχής προέκυψε ίσο με 0.0174. Αντίστοιχο το στστικά ύψη έχουν
πορόμοιο τιμή, με το δε οτοτικό ύψος στην πρώτη περίπτωση νο είνοι ίσο με 0.505 m
ενώ στη δεύτερη ίσο με 0.48 m. Είνοι βέβοιο σημοντικό νο συνυπολογιστεί το γεγονός
ότι το δυο ζεύγη οποτελεσμάτων προέρχοντοι οπό ισορροπίες διοτομών που δεν
τηρούν τις διοτάξεις των ίδιων κονονισμών. Η διοφορά στους συντελεστές των όρων
της ισορροπίος, δημιουργούν χωρίς ομφιβολίο μιο μικρή διοφορά στο οποτιελέσμστο.
Ωστόσο, το συμπέροσμο που προκύπτει οπό την ποροπάνω σύγκριση είνοι ότι τα
αποτελέσματα από τις σχέσεις της παρούσας εργασίας είναι αρκετό
αντιπροσωπευτικό, παρόλο που το κόστος ξυλοτύπου δεν συμπεριλήφθηκε
στη σχέση του συνολικού κόστους.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ
Ολοκληρώνοντοςτην εργοσίο ουτή κοl οφού εξετόστηκον οι διόφορες πορόμετροl
βελτιστοποίησης σχεδιοσμού μιος ορθογωνlκής διοτομής οπλισμένου σκυροδέμοτος
προέκυψονκόποιο συμπεράσμστα,τα οποία παρατίθενται κατηγορlοποlημένα.
α) Αποτελεσματικότητατης μεθόδου βελτιστοποίησηςLagrange.
Μετό την εξέταση όλων των βελτιστοποιημένων παραμέτρων και την επιβεβαίωση
της εγκυρότητας των αποτελεσμότων, προκύπτει το συμπέρασμα ότι η εφαρμογή της
μεθόδου των πολλαπλασιαστών Lagrange για την εύρεση της βέλτιστης οικονομικό
λύσης σχεδιασμού μιας ορθογωνlκής διατομής οπλισμένου σκυροδέματοι;, οδηγεί σε
ακριβή αποτελέσματα και μπορεί να εφαρμοσθεί το ίδιο επιτυχώς είτε στον μόνο
εφελκυόμενο οπλισμό, είτε στον διπλό οπλισμό. Η επαλήθευση των αποτελεσμάτων
που δίνει έγινε τόσο με την ικανοποίηση των εξισώσεων ισορροπίας και τον
υπολογισμό του συνολικού κόστους, όσο και με τη γραφική προσέγγιση της λύσης
(Κεφάλαιο 3). Επιπλέον, έγινε σύγκριση των αποτελεσμότων και των συμπερασμάτων
με τα αντίστοιχα στα οποία κατέληξαν οι B.Ceranic και C.Fryer του Πανεπιστημίου του
Derby στην Αγγλία (University of Derby, Kedleston Site, UK) στο όρθρο που
δημοσιεύτηκε στο επιστημονικό περιοδικό Springer-Verlag με τίτλο "Sensitivity
analysis and optImum design curνes for the minimum cost design of singly and doubly
reInforced concrete beams" το έτος 2000 και διαπιστώθηκε ότι αυτό συκλίνουν.
Συνεπώς η λύση της μεθόδου Lagrange αντιστοιχεί όντως στο ελάχιστο
κόστος. Αναμφισβήτητα, πρόκειται για μια απλή και εύχρηστη μέθοδο, η οποία μπορεί
να χρησιμοποιηθεί από τον σχεδιαστή χωρίς να απαιτείται το υπόβαθρο γνώσεων
σχετικών με μεθόδους βελτιστοποίησης του σχεδιασμού διατομών.
β) Αποτελεσματικότητα των υποθέσεων που έγιναν για την εφαρμογή
της μεθόδου Lagrange.
Όπως αναφέρθηκε στο Κεφόλαιο 1, η βελτιστοποίηση που πραγματεύεται η
παρούσα εργασία αφορά μόνο τα υλικό της διστομής (χόλυβας και σκυρόδεμα). Το
γεγονός ότι δεν περιλαμβόνονταl το κόστος ξυλοτύπου, διαμόρφωσης των υλικών ή
εργασίας, μειώνει σημαντικό το συνολικό κόστος, αφού η βαρύτητό τους σε αυτό είναι
μεγόλη. Auτό ίσως να μην επηρεόζεl το αποτέλεσμα για την περίπτωση των στοιχείων
που δεν παρασκευόζονταl ή διαμορφώνονται στο εργοτόξιο και έρχονται έτοιμα, αφού
τότε τα κόστη ξυλοτύπου και διαμόρφωσης εκλείπουν. Για να είναι αντιπρασωπεUΤIKό
τα αποτελέσματα της διαδικασίας βελτιστοποίησης που έγινε στην παραύσα εργασία,
το κόστος ξυλοτύπου και αντλίας σκυροδέτησης για το σκυρόδεμα, καθώς και το
κόστος διαμόρφωσης και μεταφορός για τον χόλυβα, για την περίπτωση σχεδιασμού
στην Ελλόδα, συμπεριλήφθηκαν στα επιμέρους κόστη των μονάδων των
υλικών κοι στη συνέχεια στο αχετικό κόστος τους. Συνεπώι;, ακόμη κι αν η
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συνάρτηση συνολικού κάστους δεν κσταστρώθηκε έτσι ώστε να συμπεριλαμβάνει τα
επιπλέον αυτά κόστη, αυτά περιέχονται στην τιμή του σχετικού κόστους q. Με αυτά
τον τράπο, η μέθοδος γίνεται πιο πρακτική, αφού κατό την αγορά των υλικών το
κάατος της μονάδας σκυροδέμστος συνοδεύεται πάντα από το κόατος ξυλοτύπου και
το κόστος της μονάδας του χάλυβα οπλισμού από το κόστος διαμάρφωσης. Σύμφωνα
με την σύγκριση των αποτελεσμάτων της παρούσας εργασίας και των αντίστοιχων ατα
οποία κατέληξαν οι Yousef Α. AI-Salloum and Ghulam Husain Siddigi,
βελτιατοποιώντας διατομές σύμφωνα με τον αμερικάνικο κανονισμά αφού
συμπεριέλαβαν και τον ξυλότυπο, προκύπτει ότι τα αποτελέσματα είναι απολύτως
ακριβή. Συνεπώς, το γεγονός ότι ο ξυλότυπος συμπεριλήφθηκε στην τιμή του
σκυροδέματος και δεν αποτέλεσε μόνος του επιπλέον KόaτOς, δεν φαίνεται
να έχει μεγάλη επιρροή στα αποτελέσματα.
Μια ακόμη παραδοχή που έγινε με σκοπό την απλοποίηση της διαδικασίας
βελτιατοποίησης, είναι άτι ο συνολικά εφελκυόμενος οπλισμός ατην περίπτωση
της διπλής άπλισης, ορίζεται σαν το άθροισμα του μέγιστου εφελκυάμενου
όταν μόνο αυτός οπλίζει τη διατομή και του θλιβόμενου. Δηλαδή, άταν οι
απαιτήσεις σε αντοχή δεν μπορούν να καλυφθούν από τον μάνο εφελκυάμενο
οπλισμό, θεωρούμε ότι αφού αυτός πάρει τη μέγlατη επιτρεπάμενη τιμή του, Ριim,τάτε
τοποθετείται επιπλέον ποσοατό ρ' τάσο στον εφελκυόμενο όσο και ατον θλιβόμενο
οπλισμό, ώστε να ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του συστήμστος. Εάν το μέγlατο
επιτρεπόμενο ποσοστά οπλισμού για την όπλιση με μόνο εφελκυόμενο οπλισμό, είναι
αυτά της "ισορροπημένης" διατομής, τότε αυτά σημαίνει ότι άλες οι διατομές που
οπλίζονται με διπλό οπλισμά, είναι ισορροπημένες. Στην πραγμστlκότητα, ποτέ ο
σχεδιασμός δεν γίνεται με άνω άριο την ισορροπημένη διατομή. Συνεπώς, ρυθμίζοντας
κατάλληλα την τιμή του PBm [βλ. σχέσεις (18),(20),(21), και (22)]. ώστε να απέχει από
την "ισορροπημένη" διατομή τόσο όσο επιβάλλουν οι απαιτήσεις πλαστιμάτητας, η
παραδοχή που έγινε για τον διπλό οπλισμό, δεν δημιουργεί κανένα πρόβλημα ατο
σχεδιασμό. Ωατόσο, η επίδρασή της είναι εμφανής στον βέλτιατο τρόπο άπλισης,
δημιουργώντας τρεις περιοχές, την περιοχή όπου η βέλτιστη λύση είναι ο μόνο
εφελκυόμενος οπλισμός, αυτή άπου η βέλτιστη λύση αντιστοιχεί στον μέγιστο
εφελκυάμενο οπλισμό και την περιοχή όπου η βέλτιστη λύση είναι ο διπλάς οπλισμός.
Οι τρεις περιοχές μεταβάλλουν το εύρος του και το όριά τους ανάλογα με την τιμή του
PBm που επιλέγεται. Όσο πιο χαμηλή είναι η τιμή του PHm, τόσο ενισχύονται οι
περιοχές όπου η βέλτιστη λύση αντιστοιχεί ατον μέγιστο εφελκυόμενο και
στον διπλό οπλισμό, εις βάρος της περιοχής του μόνο εφελκυόμενου. Η
παραδοχή που ορίζει το βέλτιστο ποσοατό ατην περίπτωση του διπλού οπλισμού,
χρησιμοποιείται στην συνάρτηση του αντίατοιχου συνολικού κόατους, με σκοπό την
μείωση των αγνώστων προς βελτιστοποίηση. Με αυτό τον τρόπο, το μέγιστο ποσοστό
του μάνο εφελκυόμενου οπλισμού, PI'm, συμπεριλαμβάνεται στην διαδικασία της
βελτιατοποίησης από την αρχή, για τον διπλό οπλισμό. Αντίθετα, στην περίπτωση του
μάνο εφελκυάμενου οπλισμού, το μέγιστο ποσοστό δεν παίρνει μέρος από την αρχή
της βελτιστοποίησης, αλλά συγκρίνεται με την βέλτιστη τιμή, ατο τέλος. Συνεπώς
διαφορετική τιμή του Pllm σημαίνει διαφορετική τιμή βέλτιατης λύσης Popt
διπλού οπλισμού και σταθερή τιμή μόνο εφελκυόμενου.
Τέλος, η ποραδοχή ότι το πλάτος b της διστομής παραμένει σταθερό, δεν
δημιουργεί πρόβλημα ατο αχεδιασμό, αφού μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή, αρκεί
να διατηρείται σταθερή σε όλη τη διάρκεια του σχεδιασμού με βελτιστοποίηση.
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γ) Το βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού, Popt και η ευαισθησία
ταυ σε μεταβολέςτων παραγόντωνπου το επηρεάζουν.
Εφορμόζοντος τη διοδικοσίο βελτιστοποίησης, προέκυψε ότι η βέλτιστη λύση
οχεδιαομού μιας διατομής καθορίζεται αποκλειστικό από το βέλτιστο
γεωμετρικό ποσοστό οπλιομού, Popt. Η τιμή του ρ""" υπολογίζετοl οπό τις
χοροκτηρlστlκές τόσεις των υλικών (χόλυβο ΚΟΙ σκυροδέμοτος) κοl οπό το σχετικό
τους κόστος. Η τιμή ουτή, σε σύγκριση με το όνω όριο του μόνο εφελκυόμενου
οπλισμού Piim [βλ. σχέσεις (18),(20),(21), και (22)] κοθορίζει τον τρόπο με τον οποίο
πρέπει νο οπλιστεί η διοτομή ώστε ο οχεδιοσμός νο σνrlστolxεί στο ελόχιστο δυνστό
κόστος. Έπειτο, οπό lσορροπίο δυνόμεων ΚΟΙ ροπών υπολογίζετοl το στοτικό ύψος της
διοτομής που οπλίζετοl με το βέλτιοτο ποσοστό οπλισμού, dop,. Η οντίστροφη πορεία
σχεδιασμού δεν μπορεί νο οκολουθηθε; στη βελτιστοποίηση. Δηλαδή, είνοl αδύνατον
νο επιλεχθεί πρώτα το ύψος της διατομής κοl ύστερα νο προσδιοριστεί το βέλτιστο
ποσοστό ώστε νο σντιστοιχεί η διατομή στο ελάχιστο κόστος. Αυτό, συμβοίνεl επειδή,
το βέλτιστο ποσοστό ρ""" εξορτότοι με τη σειρό του εκτός οπό την σνroxή
σκυροδέμοτος (γιο δεδομένη τόση διορροής χόλυβο) ΚΟΙ από το σχετικό κόστος
χόλυβσ κοι σκυροδέμοτος, q. Συνεrιώς, ον οκολουθηθεί η αντίστροφη ΠΟΡείο
σχεδιοσμού, γιο νο μπορέσει νο γίνει υλοποιήσιμη η τιμή του ρ"", η οποίο προκύπτει,
θα πρέπει η τιμή του q νο προσορμοστεί σε ουτή. Αυτό όμως είνοl οδύνοτον, γιοτί η
τιμή του q είνοl δεδομένη σε μιο περιοχή. Άρα, στον βέλτιστο σχεδιασμό μιας
διατομής, πρώτα προσδιορίζεται το βέλτιστο γεωμετρικό ποσοστό κοl
ύστερα το βέλτιστο στατικό ύψος. Η αντίστροφη πορεία δεν μπορεί να
ακολουθηθεί. Το ζεύγος (Ρο,., doo,) που οντιστοlχεί στη βέλτιστη λύση, οποτελεί
ένον από τους χιλιόδες συνδυοσμούς λύσεων που ικανοποιούν την ισορροπία κοι
ταυτόχρονο τον μονοδlκό που οντιστοιχεί στο ελόχιστο κόστος. Ανόμεσα στα ζεύγη
της ισορροπίος, το βέλτιστο δεν οντιστοιχεί ούτε σε αυτό που το ποσοστό Ρ είνοl το
ελάχιστο κοι ΤΟ στατικό ύψος ΤΟ μέγιστο, αλλά ούτε σε ουτό που το Ρ είναι το μέγιστο
κοι το στοτικό ύψος το ελόχιστο. Τσ ζεύγος αυτό αποτελεί έναν ενδιάμεσα
συνδυασμό από αυτούς της ισορροπίας, που σε συνόρτιηση πόντα με το
σχετικό κόστος q, αντιστοιχεί στο ελάχιστο κόστας σε σύγκριση με τις λύσεις
όλων των δυνατών οπλίσεων τιης διατομής (μόνο εφελκυόμενας ή διπλός
σπλισμός).
Όσον οφορό την ευοισθησίο του βέλτιστου γεωμετρικού ποσοστού οπλισμού Ροιχ,
το αποτελέσματσ δlσφέρουν ονόλογο με τον τρόπο όπλισης. Στην περίπτωση του
μόνο εφελκυόμενου οπλισμού, το ποσοστό Ροιχ, εξορτάτοι οπό τιην οντοχή του
σκυροδέμοτος f", (χόλυβος 5500) κοι οπό το σχετικό κόστος των υλικών, q. Η
ευolσθησio του στις ολλογές των δυο μεγεθών είνοl πορόμοιο. Η αύξηση τιης
αντοχής σκυροδέματας προκαλεί τιην αύξηση του βέλτιστου ποσοστού, με το
φαινόμενο να γίνεται πιο έντονο όταν η τιμή του q είναι μικρή. Αυτό συμβοίνεl
γιοτί τότε η τιμή του Ρορ, είνοl ορκετό μεγόλη. Αντίθετο, ότον η τιμή του q είνοl μικρή,
η ευοισθησίο του βέλτιοτου ποσοστού είνοl ανεπαίσθητιη, οφού το Ρο,. παίρνει πολύ
μικρές τιμές.
Το ποσοστό του μέγιστου εφελκυόμενου οπλισμού, ρ,;"" εξαρτάται
αποκλειστικό από τιην τιμή της αντοχής σκυραδέματος, fck (δεδομένη τιμή
χάλυβα). Όσο αυτή ουξάνετοl, αυξάνετοι ΚΟΙ το ποσοστό Piim. Όσο χομηλότερο είναι
το ποσοστά του Ροοι που το Piim αποτελεί, η ευαισθησίο του στις αλλογές της οντοχής
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σκυροδέμστος μειώνετσι. Τσυτόχρονσ, οι τρεις περιοχές των βέλτιστων λύσεων
σνσδισρθρώνοντσι, με συτές του μέγιστου εφελκυόμενου κσι του διπλού οπλισμού νσ
ενισχύοντσι. Το ποσοστό του PI'm, δεν επηρεόζει το βέλτιστο ποσοστό του μόνο
εφελκυόμενου οπλισμού, σλλό επηρεόζει συτό του διπλού, σφού η τιμή του
συμπεριλσμβόνετσι σπό την σρχή της δισδικσσίσς βελτιστοποίησης γισ τη δεύτερη
περίπτωση. Συνεπώς ότον αλλάζει το POOm, αλλάζαυν και αι τιμέι; ταυ Ρορι για
ταν διπλό απλισμό, για τις ίδιες ανταχέι; και το ίδια αχετικά κόστη.
Τα βέλτιατα γεωμετρικό πασαατό ρ_ για την περίπτωση όπλισης με
διπλό απλισμό, παρουσιάζει παλύ μεγάλη ευαισθησία στις μεταβολές ταυ q
και ανεπαίσθητη μεταβολή στις αλλαγέι; τις αντοχής του σκυροδέματος fCk'
με την προϋπόθεση ότι ο θλιβόμενος οπλισμός διαρρέει. Αν δεν δισρρέει, τότε
πσίζει κσθοριστικό ρόλο κσι η σντοχή του σκυροδέμστος. Όσο το q μειώνεται, το
Poot αυξάνεται και το εύρος τον λύσεων διπλαύ απλισμού μεγαλώνει. Αυτό
είνσι λογικό, σφού σε μια περιοχή όπου ο χόλυβας έχει κόστος κοντό σε αυτό του
σκυροδέμστος (μικρό q), συμφέρει η τοποθέτηση μεγάλου ποσοστού από αυτόν,
δηλαδή συμφέρει η βέλτιστη λύση να αντιστοιχεί στον διπλό οπλισμό. Η περιοχή
των λύσεων ταυ διπλού οπλισμού ενισχύεται σε εύρος, όσο το PI,m μικροίνει.
δ) Το βέλτιστα στατικό ύψος, doρt και η ευαισθησία του σε μεταβολές
των παραγόντων που το επηρεάζουν.
Με γνωστό τον βέλτιστο τρόπο όπλισης της διατομής, από την ισορροπία των
δυνάμεων και των ροπών προκύπτει το βέλτιστο στατικό ύψος. dopt. Με βάση τα
διαγράμματα που απεικονίστηκαν, προκύπτει ότι η ευαισθησία του ατατικού
ύψους της διατομής ακολουθεί περίπου την ευαισθησία του βέλτιατου
γεωμετρικαύ ποσοατού, ατην μετοβολή της αντίσταιχης παραμέτρου. Η
αύξηση του q, προκαλεί μια απότομη αύξηση των τιμών doρt στην περιοχή του διπλού
οπλισμού, όπως ακριβώς συμβαίνει και με το γεωμετρικό ποσοστό οπλισμού, μόνο που
αυτό μειώνεται απότομα. Το dopt, δεν παρουσιάζει κάποια ιδιομορφία στη γνωστή
συμπεριφορά του κσι ακολουθεί την ισορροπία της διατομής.
ε) Η συμπεριφορά των μεγεθών που προκύπταυν από την βέλτιστη
λύση σχεδιασμού της μεθόδου Lagrange.
Με βάση τη βέλτιστη λύση σχεδιασμού της διατομής. η οποία προέκυψε με την
εφαρμογή της μεθόδου Lagrange, προκύπτουν παράγωγα μεγέθη που βοηθούν στη
διαδικασία σχεδιασμού. Στην εργασία αυτή μελετήθηκε τόσο η συμπεριφορά του
βέλτιστου μηχανικού ποσοστού οπλισμού της διατομής. ωορι, όσο και η ανηγμένη
ροπή κάμψης μορι. Το συμπέροσμα το οπαίο προέκυψε είναι ότι και τα δυα
παράγωγα από το Ρο" και doρt μεγέθη, εξαρτώνται τόσο από το σχετικό
κόατος q των υλικών όσο και από την αντοχή σκυροδέματος (δεδομένη τάση
διαρροής χάλυβο). Εξαρτώνται δηλαδή από τους ίδιους παράγοντες που επηρεάζουν
το Ρορι. Αυτή η διαπίστωση έρχεται σε αντίθεση με τον κλασσικό σχεδιασμό,
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όπου τόσο το ω όσο και το μ, είναι ανεξάρτητα της αντοχής σκυροδέματος.
Ωστόσο η απεικόνιση της μεταξύ σχέσης των βέλτιστων μεγεθών, είναι μια μοναδική
καμπύλη, όπου ανόλογα με την αντοχή του σκυροδέματος, "ενεργοποιείται"
διαφορετικό τμήμα της. Με άλλα λόγια, τα γροφήματα ωοpt-μορt για
διαφορετικές τιμές f"" βρίσκονται όλα πάνω στην ίδια καμπύλη, αλλά
διαφέρουνστο εύροςκαι στα όρια. Συνεπώςεπαληθεύεταιτο γεγονόςότι η σχέση
των δυο μεγεθών είναι ανεπηρέαστηαπό την τιμή της αντοχής του σκυροδέματοι;, με
δεδομένο ότι όλες οι καμπύλες που αντιστοιχούνσε διαφορετικό f", περιέχονται σε μια
στ) Το ελάχιστο κόστος σύμφωνα με την μέθοδο Lagrange.
Η βελτιστοποίηση σχεδιασμού της παρούσας εργασίας έγινε με στόχο την
ελαχιατοποίηση του συνολικού κόστους της υπό σχεδιασμό διατομής. Στην ενότητα
3.1. το συνολικό κόστος ανό μονόδα μήκους δοκού, διαιρέθηκε με το κόστος του
κυβικού σκυροδέματοι;, με αποτέλεσμα να φανεί ότι αυτό που τελικό ελαχιστοποιείται
με τη μέθοδο Lagrange είναι ένα εμβαδό: bhtqpbd ή Ac+qAs (στην περίπτωση του
διπλού οπλισμού Ac+q(As+As') ή Ac+qAs,to,). Η βέλτιστη λύση σχεδιασμού,
διαμορφώνεται σε κόθε περίπτωση έτσι ώστε το εμβαδά της διατομής σκυροδέματος
συν το συνολικό εμβαδό χόλυβα πολλαπλασιασμένο με το σχετικό κόατος q, να είναι
το ελόχιστο δυνατό. Ο προσδιορισμός του ελαχίστου της σχέσης κόστους
εξαρτάται ακριβώς από την τιμή του q, η οποία καθορίζει το αν συμφέρει να
τοποθετηθείμεγάλη ή μικρή ποσότητα χάλυβα. Όταν η τιμή του q είναι μεγόλη,
τότε ο χόλυβας είναι πολύ πιο ακριβός από το σκυρόδεμα και το βέλτιστο ποσοατό
οπλισμού είναι μικρό. Η πορεία του συνολικού κόστους θα είναι ανόλογη με την
πορεία του εμβαδού διστομήι;, το οποίο αυξόνεταl λόγω της αύξησης του ατατικού
ύψουι;, διότι έχει μεγαλύτερη βαρύτητα στη διαμόρφωση του συνολικού κόστους.
Πορεία αυτή του συνολικού κόοτους συνεχίζεται όσο το εμβαδά οπλισμού είναι μικρό.
Ακριβώς το αντίθετο συμβαίνει ατην περίπτωση όπου η τιμή του q είναι μικρή. Τότε,
το συνολικό κόστος ακολουθώντας την πορεία του εμβαδού της διστομήι;, είναι
μικρότερο. Με βόση αυτή τη λογική διαμορφώνεται το συνολικό κόστος και προκύπτει
ο συνδυασμός pop,-dop, στον οποίο αντιστοιχεί η ελόχιστη τιμή του. Συνεπώς, στη
μεταβολή της τιμής q, το συνολικό κόστοςσυμπεριφέρεταιανάλογα.
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